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本 书 如 有 扇 页 , 错 装 或 坏 损 等 严重 质量 问题 ， 
清 向 本 社 出 版 科 联 系 调换 


内 容 提 要 


给 着 让 和 外 由 技术 的 发 展 和 市 场 希 求 的 转变 “数学 实 
验 " 成 为 21 世 红 教学 内 容 彻 课 穆 体系 上 收 革 的 突破 门 。 它 介 
导 将 实 踪 5 主要 指 计 算 训 软件 技术 ) 秆 为 学 习 、 研 究 和 应 用 
数学 的 一 种 新 的 和 手段。 其 让 要 范畴 包括 , 燥 学 软件 的 使 用 ， 
家 有 陈 门 题 的 建 横 与 求 世 ,运用 计算 机 于 段 加 强 学 生 对 于 数 
学 理 沦 的 理解 和 种 商学 后 对 于 数学 的 兴趣 等 “数学 实 驴 "” 
的 一 个 鲜明 特点 算得 调 党 上 的 二 体 虱 。 

本 书 基 在 已 甩 讲 文 的 基山 之 上 反复 修订 所 成 。 它 特别 
蚂 周 数学 与 计算 软件 的 铝 轴 结 台 。 内 容 非常 丰富 :13 个 独 
立 实 愉 祁 及 了 .得 数学 的 所 有 主要 方面 . 章 配 有 人 大 叶 例题 、 习 
题 各 图 去 :在 计算 软 什 方向 ,使 用 MATLAB 件 为 统 -的 计 
算 玉 三 : 提 开 一旦 实用 的 MATLAB 扩充 计算 二 只, 玉 介 
红 了 符 于 数学 ,统计 学 , 样 和 清光 和 芯 优 北 MATI.AB 站 个 
上 有 具 站 - 

术 所 适合 作为 广大 普通 再 楼 工科 各 间 及 相关 六 籽 5 如 
应 用 数学 ,计算 机 世 业 广 数 学 实验 " 译 程 教材 和 "数学 建 懂 ” 
评 程 的 实验 部 分 发 而 , 针 F 使 诊 MATLAB 进行 科学 计算 
的 党 土 . 教 山神 1 程 拭 不 大 贡 也 不 无 牌 效 。 


| 


i 


要 想 成 为 好 的 程序 员 , 做 学 生 时 必须 做 实验 。 那 种 不 
愿 自己 摸索 就 指望 完全 形 懂 的 学 生 是 不 会 成 功 的 。 


扎 切 里 (J. LL, Zachary } 


序 


随 着 生产 发 展 和 科技 进步 ,特别 是 信息 科学 技术 的 迅速 发 展 和 广泛 应 用 ,作为 一 切 科学 
和 技术 基础 的 数学 的 重要 恬 越 来 越 被 人 们 所 认识 ,各 行 各 业 对 其 需要 人 才 的 数学 素质 的 要 
求 也 越 来 越 高 了 。 

然而 ,迄今 为 止 大 学 数学 教学 体系 和 教学 内 容 在 很 多 地 方 仍然 与 几 十 年 前 巷 至 20 世纪 
初 的 体系 和 内 容 几 乎 相同 。 数 学 课程 奇怪 地 变 成 不 少 学 生 不 喜欢 的 、 枯 煤 无 味 的 .不知 何 用 
的 主 程 . 

面临 这 一 数学 教学 与 社会 需求 严重 脱节 的 现象 ,数学 教学 的 改革 就 势 在 必 行 了 ,在 美 
国 出 国家 科学 研究 管理 机 构 组 织 和 协调 , 投 人 相当 多 的 资金 和 人 力 ,相继 完 成 了 “ 微 积分 改 
革 ” 和 "将 数学 及 其 应 用 和 贯穿 到 大 学 课程 "两 大 改革 项 目 。 我 国 在 世纪 之 交 也 出 现 了 一 个 数 
党 教学 改革 的 高 潮 。 

综观 近年 来 国内 外 的 数学 教改 ,其 做 法 主要 是 : 

一 、 对 现 有 的 数学 课程 进行 改革 ,删除 陈旧 的 内 容 , 简 化 形式 推理 和 繁 玉 的 技巧 ,实现 
罗 竹 推理 .图 形 和 数值 计算 的 有 机 结合 ,同时 在 课程 中 适当 增加 有 关 数 学 应 用 的 内 容 ,包括 
数学 在 现代 社会 和 新 的 科学 技术 中 的 应 用 实例 和 将 实际 问题 归结 为 数学 问题 即 数学 建 模 的 
方法 .以 达到 提高 学 生 对 数学 的 广泛 应 几 性 的 认识 ,同时 也 使 学 生 有 其 备 一 定 的 用 数学 解决 实 
味 问 题 的 能 力 ，。 

二 , 设置 一 些 新 的 课程 ,如 数学 建 模 课程 ,计算 机 科学 和 其 他 学 科 浴 透 到 数学 中 或 数学 
渗透 到 其 他 学 科 的 交叉 学 科 课 程 ,以 及 学 生 运 用 计算 机 为 手段 ,自己 动手 学 习 数学 和 认识 数 
学 的 课程 一 数学 实验 课 ， 

三 、 开 发 和 庶 用 服务 于 上 述 课 程 改 革 的 或 新 开设 课程 的 计算 机 辅助 教学 多 媒体 课件 ， 
或 网 络 远程 多 媒体 课件 ,甚至 形成 网 络 远程 教学 的 课程 。 

明和 良 剑 . 丁 晓 东 、 孙 晓 君 三 位 青年 同志 编写 的 4 数学 实验 ?教材 ,就 是 在 这 一 波 数学 教改 
浪潮 中 出 现 的 一 本 新 教材 。 编 洛 们 在 进行 数学 建 模 课程 教学 和 组 织 学 生 参 加 数学 建 模 竞赛 
实践 的 基础 上 编写 了 这 本 教材 。 他 们 力图 在 教材 中 体现 出 充分 发 挥 学 生 在 数学 学 习 中 的 主 
体 作用 和 能 动作 用 ,通过 自己 动手 对 数学 进行 “再 发 现 ”。 编 者 选择 了 十 三 个 非常 重要 和 和合 
适 的 主题 ,对 每 个 主题 必 由 浅 人 深 地 引 学 学 生 认识 这 些 问题 的 数学 本 质 , 掌 担 右 法 和 应 用 的 
精髓 。 尤 此 突 出 的 是 编者 们 对 MATILAB 软件 有 非常 深入 的 研究 和 深刻 的 理解 ,从 而 使 教 
材 在 将 软件 和 数学 方法 相 结合 并 充分 发 挥 软件 平台 在 数学 实验 课 的 作用 方面 有 独到 之 处 。 

我 认为 这 是 一 本 适合 于 提高 理工 科学 生 数 学 素养 和 用 数学 解决 实际 问题 能 力 的 好 教 


材 , 值 得 推广 和 应 用 。 


?中 


谭 永 基 
2000 年 12 月 24 日 于 复旦 大 学 


前 言 


我 本 现行 的 上 科 数 学 教学 体系 某 本 消 用 20 世纪 50 年 代 林 制定 的 方案 ,教学 内 容 也 一 直 
没有 太 的 改变 ，39 多 秆 来 ( 略 去 文革 二 年 ?的 教学 实践 表明 ,这 … 教 学 体系 是 基本 成 功 的 。 但 
是 ;在 我 们 踏 入 21 世纪 的 今天 ,这 一 传统 的 教学 体系 正 受 到 主要 来 白 两 个 方面 的 冲击 。 

第 一 方面 是 计算 机 技术 的 发 展 。 随 着 计算 机 数学 运算 软件 (如 MATIILABE 、Mathematica 、 
Maple、SAS、SDPSS、Lindo ,其 至 EXCEL? 的 广泛 使 用 , 正 程 师 的 主要 数学 运算 工 其 已 被 计 
算 机 所 瞩 代 。 上 工程 专业 的 学 后 对 数学 教育 的 需求 重点 正在 从 手工 演绎 和 运算 能 力 的 培养 转 
恋 到 结合 计算 机 进行 建 模 、 求 艇 和 论证 能 力 的 培养 。 而 现行 的 数学 教学 体系 林 能 及 时 适应 
这 -转变 .以 致 于 - 些 虐 程 专业 的 研究 牛 司 师 发 出 "学 数学 有 没有 用 ”的 疑问 。 

第 二 方面 是 市 场 需 迷 的 转变 。 近 10 年 来 ,工科 专业 的 主流 培养 日 标 已 从 工艺 和 制造 人 才 
的 培养 转化 为 技术 创新 和 管理 人 才 的 培养 .今天 的 工程 师 所 面临 的 问题 比 以 前 要 广泛 得 多 ， 
从 而 要 求 工 科学 生 数 学 知识 而 有 所 拓展 。 然 而 ,由 于 大 学 计算 机 和 外 语 课 时 的 普遍 增加 ,学 生 
在 数学 学 二 上 的 投入 减少 ,而 随 着 高 校 大 幅度 扩招 ,其 培养 目标 正在 从 精英 教育 向 大 从 化 教育 
转变 , 咎 源 平均 数学 基础 能 力 有 所 下 隆 。 因 此 ,普通 高 校 数学 教学 要 求 不 宜 过 高 。 

事实 |-. 从 事 工 科 数 学 教学 的 教授 们 早 就 意识 到 教学 改革 的 必要 性 。 这 方面 一 个 重要 
改革 方案 是 20 记 纪 80 年 代 末 出 台 的 “数学 建 模 ”课程 ,这 一 课程 强化 了 学 生 应 用 数学 和 计 
算 机 解决 实际 问题 的 能 力 ,获得 了 工程 界 的 欢迎 。 但 由 于 “数学 建 模 ” 的 综合 性 和 开放 性 ,起 
点 较 高 ,决定 了 了 它 只 适合 于 作为 高 年 级 的 选修 课 , 况 旦 "数学 建 模 "课程 本 身 尚 末 能 很 好 地 解 
决 运算 工具 问题 。1996 年 ,中 国 工 业 与 应 用 数学 学 会 和 全 国 高 等 掌 校 数学 与 力学 教学 指导 
委员 会 ,相继 将 “数学 实验 " 列 为 面向 21 世纪 教学 内 容 和 课程 体系 革新 的 突破 口 , 并 定位 于 
琨 工科 大 学 千 数学 教育 的 基础 层 。 


什么 是 "数学 实验 ” 


我 们 认为 ,“ 数 学 实验 ”是 现行 数学 教 掌 体系 上 的 一 个 补丁 ,以 览 补 这 一 传统 体系 在 与 现 
代 计 算 机 技术 结合 上 的 术 足 。" 数 学 实验 "倡导 将 实验 (主要 指 计算 机 软件 技术 ) 作 为 学 习 、 
研究 和 应 用 数学 的 一 种 新 的 手段 。 因 此 ,我 们 认为 “数学 实验 ”的 主要 范畴 应 包括 :数学 软件 
的 使 用 ,实际 问题 的 建 模 与 求解 ,运用 计算 机 手段 加 强 学 生 对 于 数学 理论 的 理解 和 提高 学 生 
对 于 数学 的 兴趣 等 。 “数学 实验 "区 别 于 传统 数学 课程 的 鲜明 特点 是 它 强调 学 生 的 主体 性 ， 
学 洼 主要 不 再 尾 通 过 教师 的 传授 ,而 是 通过 自己 的 亲手 实验 去 发 现 知识 ,获取 知识 。 


本 书 的 内 容 和 特色 


本 书 采 用 MATLAB 作为 软件 平台 ,并 首先 安排 一 个 预备 实验 介绍 MATLAB 的 基础 
-一 i -一 


知识 。 

13 个 独立 的 实验 中 本 书 的 上 要 内 容 , 涉 及 高 等 数学 ,线性 代数 ,概率 沦 和 数理 统计 , 运 
筹 学 等 课程 知识 。 每 个 实验 - 般 以 一 个 作为 引 例 的 实际 问题 的 数学 模型 开头 ,然后 复习 相 
关 的 数学 基本 概念 和 定理 ,接着 介绍 一 些 最 基本 的 数位 计算 方法 和 MATLAB 函数 命令 的 
使 用 ,再 后 面 是 实验 例题 邦 习 题 。 这 些 题 日 主要 有 三 种 类 型 ,使 用 数学 软件 的 计算 题 ,实际 
问题 的 建 模 求解 题 科 数学 理论 的 演示 理解 是 ;进一步 的 内 容 放 在 补充 知识 中 , 供 同 学 作为 进 
一 此 学 习 的 参考 

本 书 附 录 列 出 上 MATLAHB 及 其 四 个 上 具 箱 ( 符 号 数学 .统计 学 . 样 条 函数 和 最 优化 ?的 
命令 。 韦 的 最 后 是 刁 题 答 案 和 敌 考 文献 。 

本 书 顶 备 实验 ,实验 一 至 实验 八 由 胡 良 剑 编 写 ,实验 九 至 实验 十 三 由 丁 晓 东 和 和 孙 晓 君 编 
写 , 其 余部 分 由 三 大 共 问 编写 。 

本 书 正式 出 版 前 已 作为 内 部 讲义 在 东 华 大 学 信息 学 院 和 机 械 学 院 教学 实践 两 年 ,并 作 
过 三 次 修改 。 与 国内 外 先期 出 版 的 同类 教材 相 比 ,本 书 具 有 以 下 特色 ， 

1. 司 用 MATLAB 作为 统一 的 计算 平台 。 我 们 认为 采用 统一 的 软件 平台 是 恰当 的 , 因 
为 多 个 平台 会 给 学 和 的 学 习 增 加 难度 。 我 们 选用 MATLAB 是 因为 它 较 适合 于 数值 计算 量 
已 经 被 很 多 工程 师 所 采用 。 

2. 将 数学 理论 方法 与 计算 机 软件 技术 密切 结合 。-- 方 面 ,我 们 详细 介绍 了 相关 MAT- 
LAB 命令 的 使 用 方法 ,所 有 的 例题 都 使 用 计算 机 程序 或 命令 求解 ,从 而 充分 利用 了 数学 软 
件 的 功能 ; 另 一 方面 ,对 干 计算 机 前 局 限 性 和 容易 进入 的 误区 进行 了 明晰 的 关 述 ,通过 这 样 
的 实验 ,学 生 能 丛 当 处 理 数 学 理论 与 计算 机 技术 的 关系 ,更 有 效 地 解决 实际 问题 。 

3. 选材 较为 通俗 易 懂 。 主 要 内 容 围绕 工科 数学 最 重要 的 几 门 基础 课 , 而 数理 统计 和 运 
筹 学 部 分 的 实验 ,即使 没有 系统 学 过 还 论 知识 的 学 生 也 能 做 ;应用 题 主要 取材 于 日 常 社 会 和 
经 济 生活 ,而 不 涉及 应 用 领域 的 专门 知识 :数值 计算 方法 只 介绍 最 基本 的 忆 想 方法 ,而 不 涉 
及 复杂 的 算法 ， 

4. 介绍 了 符号 数学 .统计 学 ,. 样 条 国 数 和 最 优化 四 个 工具 箱 并 提供 了 一 些 实用 的 
MATLAB 扩充 计算 工具 。 包 括 这 些 工 具 箱 -- 些 常用 命令 和 车 十 实用 算法 的 MATLAB 程 
序 , 如 重 积分 ,Rungc-Kutta 法 ,整数 规划 .图 论 优化 和 动态 规划 等 。 


使 用 说 有 明 


本 书 主要 作为 普通 高 校 工科 专业 及 相关 专业 的 “数学 实验 ”课程 教材 和 "数学 建 模 "课程 

的 实验 部 分 教材 。 对 于 使 用 MATLAB 进行 科学 计算 的 学 生 .教师 和 工程 技术 人 员 , 也 是 一 

本 有 价值 的 人 门 参 考 书 。 
本 书 中 的 实验 需要 有 以 下 软件 支持 ， 
MATLAB {Version 5,2 以 上 版 本 ;1 
MATT AH Extended Symbolic Math; 
MATLAD Statistics Toolbox; 
MATLAD Spline Toviboux: 
MATLAB Optimization Toolbox。 

一 之 


书 中 所 有 程序 在 MATLAB5. 3 调试 通过 。 除 少数 儿 个 程序 外 , 均 在 MATLAR5.2 调试 

本 书 13 个 实验 主要 分 为 三 个 部 分 。 第 一 部 分 基线 性 代数 和 高 等 数学 实验 ,包括 实 痊 
一 一 华 验 斑 ; 第 二 部 分 是 概率 统计 和 曲线 拟 合 实验 .包括 实验 六 一 实验 八 ; 第 三 部 分 是 运筹 
学 和 图 论 算 法 实验 ,包括 实验 刀 ~~ 实 验 二 二。 各 部 分 基本 没有 联系 ,使 用 少 可 根据 教学 需要 
员 活 安排 ,可 以 单独 开课 .也 可 作为 教学 插件 融合 于 相关 课程 中 ,作者 推荐 丙种 安排 方式 : 

1， 少 学 时 (28 一 32 学时) 方式 : 吕 完 成 两 备 实 蛤 和 第 一 部 分 。 每 个 单元 4 学 时 ,其 中 所 
括 教 师 讲 授 2 学 时 ,学 牛 上 机 2 学 时 {或 者 教师 讲授 1 学 时 ,. 尘 牛 上 机 3 党 时 )。 这 样 的 实验 
适合 于 在 大 学 一 年 级 开设 ， 

2， 多 学 时 (48 一 64 学 时 } 方 式 : 可 完成 全 部 实验 。 每 个 单元 3 一 5 学 时 ,其 中 包括 教师 讲 
授 1 一 2 学 时 .学 生 上 机 2 一 3 学时。 这样 的 实验 适合 于 在 大 学 一 年 级 开设 。 

我 们 在 东 华 大 学 的 教学 中 是 采用 少 掌 时 方式 讲授 顶 备 实验 和 第 一 部 分 实 驴 , 而 在 "数学 
建 模 * 课 程 中 讲授 了 其 余部 分 。 我 们 在 教学 实践 中 还 制作 了 数学 实验 工具 箱 ( 包 括 常 用 
MATILAB 命令 的 在 线 中 文 帮 助 和 本 书 所 有 M 文件 ) 和 配套 多 媒体 教学 课件 。 感 兴趣 的 读 
痊 请 与 作者 联系 。 

通信 地 址 :和 东 党 大 学 应 用 数 掌 系 (2000517 
电 话 :(021)62373741 
电子 邮箱 ;ljhu@dhu. edu. en 
限于 编者 的 水 平 ,不 妥 和 错误 之 处 在 所 难免 , 股 切 期 妆 专 家 .同行 和 上) 太 访 省 批评 指 赴 。 
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习题 参考 答案 a 
参考 广 莽 下 a 


预备 实验 MATLAB 基础 


本 预备 实验 从 数学 实验 课程 的 需要 出 发 ,介绍 MATIAB 一 些 必 要 的 基础 知识 。 我 们 
并 示 要 求 初学 者 能 很 快 掌握 所 有 内 容 , 读 者 只 和 要 通过 本 预备 实验 , 硅 解 MATLAB 的 一 些 特 
征 ,为 后 名 实验 打下 基础 就 评 驶 了。 其 中 较 深 的 内 容 ( 特 别 是 打 * 号 部 分 } 可 留 竺 以 后 慢 悍 
消化 。 


§0.1 MATLAB 入 门 


启动 MATLAB 后 ,就 进入 MATLAB 命令 窗口 (Command Window) 成 称 工作 空间 
(下 orkspace), 见 图 0-1。 若 你 的 MATLAB 装 在 英文 Windows 中 会 出 声 提 未 符 》, 在 提示 
符 后 键 人 任意 合法 命令 , 回 车 后 MATLAB 立即 运算 并 显示 结果 。 疹 MATLAB 装 在 中 文 
Windows 中 ,这 一 提示 符 是 看 不 见 的 ,但 它 仍 占 据 一 定 的 位 置 。 本 书 约定 

{1) 所 有 在 命令 窗口 输入 的 命令 都 用 Courier New 字体 ,并 雇 》 开 头 ; 请 读者 注意 》 汶 系 

统 提 和 示 符 ,不 要 以 为 是 输入 字符 。 
(2) 显示 结果 用 Times New Roman 字体 。 
《3) % 号 后 面 的 文字 用 于 注释 ,并 不 参与 运算 ,实验 时 也 不 必 和 输入 。 


oJ MATLAB Command Wirndow oe 


File Edit Window Help | 


后 pI 一 
下 a 
| 纳 3 程序 | 上 # 开 M 文 伯 | [3 作 空 间 浏 览 器 | 路 径 浏 览 咯 

图 0 命令 窗口 药 单 与 工具 栏 


1， 简单 的 运算 
看 一 个 简单 的 例子 ,计算 


7 一 Saxr ,其 中 7 一 2 


由 MATLAB 计算 如 下 ， 


r=2; % 分 导 *;" 使 此 运算 结果 不 量 示 
v=4d/3*pi*r*3 上 听 设 有 分 号 ,显示 结果 
33. 5103 冯 系 统 直接 显示 结果 ,就 像 计算 器 那样 
注 ; C1) MATLAB 命令 书写 格式 灵活 ,可 赂 命令 写 一 行 ,也 亲 一 个 命令 写 多 行 。 同 一 行 命令 
= 1 ok 


有 几 逼 号 或 分 号 分 上 . 若 命 令 很 长 ，- 行 不 够 ,可 用 三 点 ". .,* 缚 行 。 
(2) MATLASB 允许 使 内 * <- 一 键 来 编辑 前 面 的 命令 。 试 一 坛 你 就 明月 了 ， 
2， 变 量 和 数据 
(1) 变量 类 型 
MATLAB 使 用 变量 最 常用 的 有 数值 数组 (double array) 和 字符 串 Cchar array) 两 类 ，。 


所 有 数值 安 量 以 双 精 庶 (deoubte 方式 存储 ,不 区 分 整数 .实数 .复数 等 ,变量 类 型 和 数组 大 小 
也 无 需 预先 定义 ,例如 


»a=1l+2*i 
4 
1, 0000+2. O000i 叫 复 数 
» al= 'This is a string' 
站 二 
This is a string 吃 宰 符 串 
» a=[1 2; -1 3] 
太一 
1 2 
一 1 3 % 二 维 数组 , 妈 和 矩阵 


(2) 常量 和 特殊 变量 
MATLAB 中 一 些 常用 的 常量 见 表 0-1。 
表册 1 常量 一 览 表 


常量 各 
i 成] | 虚数 单位 vw 一 I 1 realmax “| 最 大 正 实数 1.7977 X10 
ni | 葬 周 率 r 一 3.1415… | Inf 无 穷 友 
eps | 计算 机 点 数 识别 精度 2. 22X 10 Hah | 不 定 值 
realmin 稻 小 正 实 数 2. 2251 XX 107 2 


ans 是 系 统 本 身 一 个 特殊 恋 量 名 , 苦 运算 结果 没有 赋予 任何 变量 ,系统 就 自动 将 其 赋予 ans。 
{3) 变量 查询 和 清除 
MATLAB 命令 窗口 中 内 户 变量 可 几 who 或 whos 查询 ,键入 


» who 

Your variables are: 

站 a al r 六 

» whos 

Name Slze Bytes Class 

总 2x2 32 double array 
a lx1 16 double array (complex) 
al 1x16 32 char array 
T 1xI 8 double array 
v 1xl 8 double artay 


{Trand total is 23 elements Using 96 bytes 
以 上 信息 也 可 从 工具 栏 中 的 工作 空间 浏览 器 (Workspace Browser) 观 察 到 。 
变量 的 值 可 通过 键入 变 量 名 得 到 ,例如 
Sa % 显 示 a 的 值 
a 
1.0000 十 2.00001 
车 命令 窗口 中 有 些 变 量 不 再 使 用 ,可 使 用 命令 clear 来 清除 。 
» clear ah 听 清 除 变 量 a 么 
Da 
?9°9 Lndefined function or variable a. % 说 有 明 & 已 清除 
» al 


al= 
This is a string %al 未 清除 
» clear % 清 除 工作 空间 所 有 变量 ( 慎 用 !) 


注意 clear 与 菜单 Edit\Clear session 的 区 别 。 后 者 作用 是 将 稿 纸 (窗口 显示 ) 擦 干净 。 


(4) 变量 命名 规则 


MATLAB 变量 名 总 以 字母 开头 ,由 字符 .数字 和 下 划 线 组 成 。 有 效 宇 符 长 度 为 31 个 ， 
号 区 分 大 小 写 , 如 a 与 和 表示 不 同 变量 。 用 户 在 定 头 变 重 时 ,要 尽量 防止 它 与 系统 的 常量 
名 、 特 殊 变 量 名 、 函 数 名 等 冲突 ,系统 不 会 告诉 你 冲突 发 生 , 造 成 的 后 果 是 系统 有 些 原来 的 功 
能 暂 不 能 使 用 。 妆 这 些 变 量 被 清除 或 MATLAB 重新 启动 后 ,这 些 功 能 得 以 恢复 。 


(5) 数据 显示 格式 


MATLAB 缺 省 的 数据 显示 找 式 为 : 当 结果 为 整数 ,就 作为 整数 显示 ; 当 结 果 是 实数 ,以 
小 数 点 后 4 位 的 精度 显示 。 若 结果 的 有 效 数字 不 在 这 一 范围 ,以 科学 计数 法 显示 (如 le 一 6 
表示 10-1)。 数 据 显示 格式 可 通过 命令 format 改变 。 需 要 指出 的 是 ,显示 格式 的 改变 不 会 
影响 数据 的 实际 值 ,所 以 不 会 影响 计数 精度 。 其 计数 精度 约 为 16 位 有 效 数 字 。 


3 c= pi 
c= 
3. 1416 
} format rational; & 
< 一 
3557113 呈 最 接近 的 有 理 数 之 一 
» format long; ¢ 
c= 
3. 14159265358979 “ 闻 小 数 点 后 14 位 
» format; c 
< 一 
3. 1416 忽 恢 复 
MATLAB 还 允许 使 用 fprintf 格式 化 输出 ,其 使 用 方法 与 C 语言 基本 一 致 。 
» fprintf {'%20.6F', c) 


3. 141593 

(6) 数据 保存 和 调用 

当 我 们 退出 MATLAB 时 ,命令 窗口 中 变量 不 复 存 在 。 为 了 保留 变量 值 ,我 们 可 在 退出 
之 前 用 命令 save 将 变量 连同 它 的 值 用 二 进 制 方式 存储 在 数据 文件 中 ( 详 见 save 的 帮助 信 
和 意 )。 例 如 | 
> aE[l, 2; -1, 3]; 
» save % 所 有 变量 和 数据 写 人 数据 文件 matlab, mat 
好 了 ,现在 退出 MATT.AB, 再 次 启动 ,用 
为 有 
?79 Undefined function or variable A. 皮 工 作 空间 是 空 的 


» load 疡 从 Imatlab. mat 调 出 
a 
和 二 
1 2 
一 1 3 % 说 明和 矩阵 A 已 存在 于 命令 密 口 


菜单 FileySave workspace as 的 功能 与 save 命令 等 价 。 需 要 注意 的 是 ,Save 只 能 保存 变量 
和 数据 ,不 能 保存 命令 (保存 命令 行 须 通过 程序 设计 M 文件 方式 实现 , 见 $0.4)。 

为 了 与 其 他 应 用 程序 交换 数据 ,可 能 需要 用 ASCII 码 方式 或 格式 化 文件 来 传递 数据 。 
save 和 load 提供 了 写 和 读 ASCH 码 数 据 文 件 的 选项 ( 详 见 save 和 load 的 帮助 信息 ) ， 
MATILAB 还 多 许 使 用 怠 语 育 读 写 命令 fprintt, fscanf, fopen, fread 等 来 传递 格式 化 数 
据 文 件 ,其 使 用 格式 与 C 语 言 基 本 一 琢 。 


人 2 符 阵 和 数组 运算 


MATLAB 基本 数据 单元 是 无 需 指定 维 救 的 矩阵 ,标量 可 看 作 1 X 1 矩阵 ,” 维 行 向 量 或 
列 向 量 分 别 可 看 作 1 Xn 或 x X11 矩阵。 

1. 卸 阵 的 输入 

输 人 矩阵 最 基本 的 方法 是 直接 输入 丝 阵 的 元 素 , 用 中 括号 L ] 表 示 握 阵 ,同行 元 素 问 用 
室 格 或 逗号 分 隔 ,不 同行 间 用 分 号 或 加 车 分 隔 ,例如 
》eclear; a= [1, 2, 3 4, 5, 6; 7, 8, 9] 


日 一 


1 2 3 
4 5 6 
了 吕 9 
或 
》a=[1 2 3 % 这 种 方式 特别 适用 于 大 型 短 姓 
456 
780] 


4 二 
二 


4 5 6 
7? 8 0 
对 于 等 盖 数 列 构 壮 的 向 看, 可 用 崩 号 运算 生成 
» b=0,pi/10.pi %% 初 值 , 增 量 : 终 值 


b= 
Columns 1 through 7? 
0 0. 3142 0, 8283 0. 9425 1,. 2566 1,5708 1. 8850 
Columns 8 through 11 
2, 1991 2.5133 2. 8274 3.1416 
» b2=1.10 六 增 量 缺 省 值 为 1 


1 2 3 4 5 8 7 8 9 10 

»》size (a)， length (b) ” 吕 撼 阵 的 阶 数 ,向 量 的 长 度 
只 mn 一 

3 3 

11 
矩阵 元 素 双 下 标 编 填 按 通常 方式 , 单 下 标 编 址 按 列 排序 ,一律 从 1 开始 编 址 (注意 下 标 不 能 
用 0)。 利 用 下 标 可 获得 矩阵 元 素 或 修改 矩阵 ,例如 
风 at3, 2), at6) 


as 一 
8 
anmns 一 
8 
» ac3, 4)=1 儿 将 第 3 行 第 4 列 元 素 设 为 1 


站 三 


7 8 oo 1 
可 以 从 庆 年 阵 中 抽取 一 个 小 矩阵 ， 
» c=pb(i,4) 
c= 

0 0.3142 0.6283 0.9425 
》d=a([1 3],:) % 取 a 的 第 1, 3 行 ,所 有 列 
一 

1 2 3 0 

7 8 0 1 
小 矩阵 也 可 拼 成 大 窍 阵 ， 


3»e=[c; dl 


把 一 


0 0. 3142 0. 6283 0. 9425 
1. 0000 2, 0000 3. 0000 0 
7. 0000 3. 0000 0 1. 0000 


一 些 特 殊 第 阵 可 用 内 部 函数 产生 ,如 ones (m, bm) 生成 元 素 全 为 1 的 央行 列 抵 阵 ,zeros 
(mn)? 生 成 元 素 全 为 0 的 闫 行 a 列 矩阵 等 。 

和 抑 阵 的 输 人 还 有 其 他 方式 ,如 用 文件 产生 ,用 剪贴 板 写 人 ,从 外 部 数据 文件 读 人 等 。 

2. 矩阵 运算 符 

矩阵 有 多 种 运算 。 竹 阵 运算 符 见 表 0-2?。 


表 02 仑 阵 运 算 符 


说 明 
复 矩 阵 共 枢 转 置 , 实 转 置 用 a… 


加 与 减 
数 乘 矩阵 
矩阵 乘 方 
数 与 矩阵 加 碱 


芷 十 上 等 价 于 上 下 wonesfsize【 训 7 十 向 
它们 分 别 为 AX 二 BB 和 XA 二 B 的 解 


左 除 入 B, 右 除 B/E 


» clear; 
» A=[1 -1];0 2]; B=[0 1;1 1]; 
» A*B 


ans 一 


»》 A\B % 即 AT'B 
8ms 一 
0. 5000 0. 5000 
0. 5000 一 0.5000 
»》 MB % 即 AB 
anis 二 
0 1 
2 0 
» A+100 
ans 一 
101 99 
100 102 
3， 数组 运算 符 ( 点 运算 符 】 
点 运算 符 ." 、. /、.\、.… 表 示 和 矩阵 对 应 元 素 的 运算 ,在 作 图 ,编写 函数 时 经 常 使 用 。 
一 看 一 


» A.*B % 注 意 与 入 #*B 的 区 叫 


1. /A 沁 等 价 于 ones(size(A)). /A 
ins = 


1.0000 一 1.0000 


Inf 0.5000 
4. 关系 与 逻辑 运算 
MATLAB 有 6 个 关系 运算 和 3 个 逻辑 运算 符 , 都 是 对 于 元 素 的 操作 ， 
《 小 于 ; 一 = 不 等 于 ， 
《 = 小 于 等 于 ; & 与 ; 
» 大 于 ; | 或 ; 
》= 大 于 等 于 ; ~ 非 。 
= = 等 于 ; 


在 MATLAB 中 ," 真 ”用 1 表示 ,“ 假 "用 0 表示 ,而 逻辑 运算 中 ,所 有 非 零 元 素 作 为 ] 处 理 。 
» A}B 


anS 一 


1 0 % 想 一 想 ,什么 意思 ? 
0 1 
» AEB 
有 ans 
0 1 
0 1 
5. 数学 函数 


惩 阵 的 数学 函数 也 是 按 元 素 的 运算 ,使 用 通常 的 函数 号 ,如 sin(A), asin(A), tan( 有 A)， 
exp(A)，sqrt(A)，logt3) 等 ,例如 


» sqrt(a) 
ans= 
1. DODD 0 十 1.0000j 
0 ]. 4142 


§0.3 形 


plot 基本 二 维 图 形 ; clabel 等 高 线 高 度 标 志 ; 
fplot 一 元 谓 数 图 象 ， 七 ext 文本 ， 
plot3 空间 曲线 grid 格 栅 ; 
meshgrid 网 格 数 据 生 成 ; legend 图 网 ， 
mesh 网 面 图 ; hold 图 形 保 持 ; 
surf 曲面 图 ; AXiS 定制 坐标 输 ; 
contour 等 高 线 图 ; View 改变 视点 ; 
contour3 3 维 等 高 线 图 ; subplot 子 图 ; 
title 标题 ; figure 新 图 形 窗 口 ; 
xlabel z 贡 说 明 ; clf 清除 图 形 ; 
Ylabel y 轴 说 明 ; close 关闭 图 形 窗口 。 
zlabel z 轴 说 明 ; 

1. 曲线 图 


| | 
plot (x, Y) 作出 以 数据 (c(i)，y(i)) 为 节点 的 折线 图 ,其 中 x, y 为 同 长 度 的 


向 痘 ，; 
plot (x1, YIT，x2， 好, ...) ”作出 多 组 数据 折线 图 ; 
fplot 《Euan ， [a， bj) 作出 蚂 数 fun 在 区 介 [a， bj] 上 的 隔 数 图 ， 
plot3 (x, Ys 2) 空间 曲线 图 ,其 中 Ry yr Zz 为 同 长 度 的 向 量 。 


»plot ([1 4 2 5],[3 5 1 4]) 吃 枯 次 连接 (1 ,3),， (4,5)，(2,1), (5, 4) 由 
点 (如 加 0-2》 


a TTT T 


图 .2 ”plot 的 使 用 


yplot ([1 4 2 5],[3 5 1 4],1:3, [2 10 3]) 吃 注 意 颜色 
图 还 可 直接 保存 为 M 文件 ,也 可 利用 图 形 富 口 菜单 Edit/Copy figure 将 其 作为 图 片 前 贴 到 
了 prd 或 其 他 应 用 程序 中 。 
图 形 的 线 型 ,标记 ,颜色 均 可 设 定 。 常 用 的 见 表 0-3。 
— 入 — 


囊 0-3 图 形 元 对 牛 说 定 


天 色 线 型 标 记 
b 蔬 ( 战 认 ) - 实 然 {点 认 ) 天 标记 { 默 认 ) 
9 缚 -- 划 三 女 
r LL : 虚线 点 
Y 黄 | -， 总 划 线 和 图 
m 洋 纪 x 立 
a 站 + + 字 
' I 加 方块 
k 中 | d 医 形 
¥ 下 二 角 撕 
下 上 三 第 形 
< 左 二 角形 
> 石 二 角形 
h 六 角 必 
p 直角 于 


例 1 一 元 阴 数 图 yy 一 让 一 + 一 1 和 y= 二 | x] sin(5z) ,一 二 之 之 2《 缚 玉 见 图 0-3) 
» fplot ( x.“3-X-1 -1,21); hold on: 多 hold on 在 作 下 -- 幅 图 时 保留 已 有 图 象 
x= -1.0,.2.2; y= abstx). 2 sint5* x}; 
» plot (x, y, :ro )1 hold off 和 hold off 释放 hold on 


图 3 曲线 图 


2， 曲面 图 


Lx, y= meshgrid (xa, ya) 当 xay，a 分 别 为 如 维和 7” 维 行 向 量 ,得 到 x 种 Y 均 为 于 
行 m 州 矩 阵 。meshgrid 常用 于 牛 成 zy 昱 面 上 的 网 格 数据 ; 

mesh (x，y，z) 绘制 网 而 图 , 足 最 基本 的 曲面 图 形 命 令 , 其 中 <、Y、z 是 同 阶 矩阵 , 霄 
示 曲 面 二 维 数 据 ; | 

xa. ya 分 别 为 m 维和 nn 维 自 量 ,z 为 # 行 m 列 矩 阵 ， 等 价 于 先 Lx， 


mesh (xa, ya, 2) 
y|= meshgrid xa, ya) mesh (x, ¥, Z): 


surf (x, y; z) 绘制 曲面 图 ,与 mesh 用 法 类 似 ; 
contour (x，Yy，z) 绘制 等 高 线 图 ,与 nesh 用 法 类 似 , 可 指定 z 的 范围 ; 
contour3 (x，yY,， 2) 绘制 三 维 等 高 线 图 ,与 mesh 用 法 类 似 , 可 指定 z 的 范围 。 


例如 
» xa=13, ya= 1:4; [x, ¥|= meshgrid (xa, ya); 2 = XxX+y;: mesh (x, Y¥, Zz) 
» Lx, Y¥: 2] 

1 

1 

1 

1 


这 3 组 数据 构成 网 面 的 12 的 格 点 坐标 。 
例 2 二 元 轴 数 图 > 一 xexp(- 一 x 一) 
》 clear: close; ciose 关闭 已 有 有 图形 窗 口 


六 xa= — 2:,.212. Ya= Bi 


[和 
Re 
由 2 co 
中 ie 一 
> 
tn 
[= 
i 


» [x, Y= meshgrid (xa, va}; z= Xx.” exp( ~ x."2— y.°2)1 


» mesh (x, ¥, 2): % 网 面 图 ,看 看 图 ( 见 图 0-4) 
» surf C(x. ¥, Z); 网 蚜 面 图 ,看 看 图 
》 contour (x, vy, 2); 听 等 高 线 图 ,看 看 图 


》 contour3 Cx, y; 2)} % 三 维 等 高 线 图 ,看 看 图 


图 04 曲面 图 


3. 说 明 , 格 栅 和 图 例 


title {' 字 符 申 '》 图 形 标题 说 明 ; 

xlabel, ylabel, zlabel 用 法 类 似 于 title, 分 别 说 明 举 标 轴 z，y， xz: 
text (x，Y，' 字 符 串 ') 将 字符 串 表 达 的 文字 标 于 Cz, y) 处 ; 

legend (' 字 符 串 1 ， 字 符 串 2',...) 依次 说 明 图 例 ， 

grid en/grid off 显示 /不 显示 烙 杨 .。 


例 3 人 参 变 量 函 数 
SPACE LINE 
T= ecos 2 a 


y 二 easin 了 (0 < < 20) 


各 一 上 
打印 图 象 如 图 0-5 所 示 。 
» clear; Close; 


t=0:0,.1;20; r = exp( — 0.2*t); th=0.5*pi*t; 
x=r.*costth)} y=r," sintth); z=ts 图 05 空间 曲线 图 


》 plot3 (x, ¥, 2)1 

» title (‘SPACE LINE') 

» text Cx(1), vy(1), 2(1), "START') 

» n= length(x); text(x(n), y(n), zCn), ‘END') 

》 xlabel('x’); ylabel('Y'); zlabel( 2 ); 

》legend ('Cone Line'); 上 图 例 可 以 推动 

» grid ons % 再 试 一 试 拉 id off ,观察 变化 
4. 图 形 控 制 


hold on/hold off 保留 /释放 现 有 图 形 ; 

axis cff/on 不 显示/ 显示 坐标 轴 : 

axis ([a, b, c, 可 ) 定制 2 维 坐 标 轴 范 围 a<x<bc<y<di 

axis ([a; b, a, d, e, f]) 定制 3 维 坐标 轴 范 围 a<<x< be<y<d e<z<f 


view (az，el) 调整 视角 ,az 为 朋 度 ,el 为 高 度 ( 默 认 az= -37.5, el= 30); 
figure 开 一 个 新 图 形 人 窗口 ; 

close 关闭 现 有 图 形 窗 口 ; 

subplot [my， ny k) 将 图 形 窗口 分 为 mn 个 子 图 ,并 指向 第 kk 幅 图 。 


5.、 图形 对 象 设置 

MATLAB 图 形 窗口 . 坐 标 轴 .图 形 元 素 等 往往 是 系统 自动 选 定 的 ,有 些 可 用 图 形 命令 
来 改变 ,如 曲线 的 颜色 .标题 文本 ,视点 等 ， 一 般 来 说 可 使 用 对 象 设置 命令 set 来 设置 ,如 文 
本 的 字体 ,坐标 轴 刻 度 ,窗口 的 背景 色 等 ,但 用 法 较 复 杂 。MATLABHB5. 3 的 图 形 窗口 建立 了 


图 形 对 象 编辑 工具 ,可 直接 改变 图 形 设置 (图 0-6)。 


2 Figure Ho. 1 | 
Rile Edit Tools. Windew Halp | 


= AAA 有 PS | 


图 人 56 ”图 形 窗口 菜单 和 工具 栏 


作为 示例 ,我 们 现在 来 设法 将 例 3 产生 的 图 形 改变 成 图 0-7 样子 。 


(1) 按 工 只 栏 Enable 按钮 (指向 左上 方 的 箭头 ) ,使 图 
形 处 于 编辑 状态 ; 

(2) 曲线 粗细 和 颜色 :选中 曲线 ,用 鼠标 双击 可 编辑 ， 
将 颜色 改 为 红色 ,粗细 改 为 3; 

《3) 字体 大 小 ;选中 所 要 编辑 的 文字 ,用 药 单 Tools/ 
Text property"… 设 性; 

《4) 坐标 轴 : 选 中 并 双击 坐标 轴 ,; 将 y 轴 方 向 设 为 
“reverse™s 

。 图 07 图 形 对 象 设置 (5) 再 按 上 具 栏 Enable 按钮 ,使 图 形 回 到 正常 状态 

(6) 调整 视角 : 按 工具 栏 Rotate 按钮 ( 带 箭头 的 圆 图 ) ,选中 坐标 轴 ,调整 为 理想 角度 

(7 加 箭头 强 ; 按 工具 栏 Add arrow 按钮 (指向 右上 方 的 第 法 ) ,从 原点 拉 出 三 根 谷 标 
线 , 并 双击 编辑 加 粗 ; 

(8) 加 文本 : 按 工具 栏 Add text 按钮 (字母 A), 存 适当 位 置 写 义 , Y,Z, 0, 设置 字体 和 
大 小 ， 

(9) 在 命令 窗口 用 命令 axis off 使 原 谷 标 轴 不 显示 。 
但 图 形 窗口 对 象 编辑 工具 并 没有 给 出 所 有 设置 ,更 详细 的 设置 可 用 菜单 File/Property Edi- 
ter ... 完 威 (MATIAB5.2 这 一 菜单 在 命令 窗口 )。 


SPACE LINE 


$0.4 程序 设计 


1. 控制 流 
到 目前 为 止 ,我 们 用 的 命令 都 是 顺序 结构 的 ,对 于 复杂 的 计算 ,需要 循环 和 分 支 结 构 。 


100 


例 4 计算 :一 了 玉 


» clear: 日 = 站 
» for nn=1:100 
s=s+1inn; 
end 
二 
s= 
1. 8350 
常用 控制 流 语句 有 
for 循环 变量 = 初 值 ; 增 量 : 终 值 ,语句 ;end 
while( 条 性 式 ) ,语句 ;end 
if{ 条 件 式 ) , 语 旬 ;end 
if( 条 件 式 1), 语 各 1; elseift 笨 件 式 2) ,语句 2 elsey 请 名 5engd 
switch( 分 支 变量 case( 值 1) ,语句 1: case( 值 2) , 语 人 名 2 
otherwise 语句 ;énd 
另外 还 有 break( 中 断 循环 ) ,return( 中 断 执行 返回 ?等 。 
-一 12 一 


2. M 脚本 文件 


~ WATLAB Editor/Pebuxeer ~ [egg 4 mw = Dh 
Bl Et Vw Deboe Tools Winden 
| 避 一 


= 


和 


O09 


Ei 


图 0-8 M 脚本 (函数 | 文件 编辑 硬 


从 工具 栏 的 编写 程序 (New File) 按钮 或 在 File/New 菜单 选 M-file 就 进入 MATLAB 
的 编辑 器 Editer, 用 以 编写 用 户 的 M 文件 。 如 图 08。M 文件 可 分 为 两 类 :M 脚本 文件 和 
M 函数 文件 。 将 多 条 MATLAB 语句 写 在 编辑 器 中 保存 在 适当 的 目录 中 ! 注 个 目录 须 在 
MATLAB 搜索 路 径 中 ), 就 得 到 一 个 M 脚本 。 如 我 们 将 倒 4 中 的 几 条 语句 写 在 编辑 器 中 ， 


clear; s=0, 


for n=1.,100 
8=8+1/n/n; 
end 


[3 
保存 为 eg0 _ 4( 不 要 加 扩展 名 m) ,然后 在 命令 窗口 执行 
»eq0 4 
1.6350 

使 用 编辑 器 也 可 打开 和 网 改 M 文件 ,观察 变量 值 ,调试 程序 等 。 但 要 注意 ;每 次 眉 鸡 程序 后 
都 雪 存 到。 文件 名 以 字母 开头 ,由 字母 ,数字 或 下 划 线 组 成 ,一 般 取 3 个 字符 以 上 。 注 意 不 
要 含 非法 字符 如 空格 . 减 导 等 。 

3， 郴 孝文 件 

M 函数 文件 以 function 开头 ,格式 为 


function 输出 变量 = 函数 名 (输入 变量 ) 
语句 ; 


在 MATLAB 中 ,使 用 M 函数 是 以 该 函数 的 磁 查 文件 主 名 调用 ,而 不 是 function 中 的 函数 


名 ,但 我 们 建议 二 者 用 同名 。M 函数 与 M 脚本 有 两 个 重要 区 别 : 第 一 ,M 函数 一 般 有 输入 


输出 变量 ;第 二 ,M 函数 中 所 有 变量 为 局 部 变量 ,而 脚本 文件 中 所 有 变量 都 存在 于 命令 窗 
口 , 即 全 局 变量 例如 ,在 编辑 器 窗口 号 函数 文件 
%%M 通 教 eg0 _ 4f.m 
function s= f(m) 
s=0;, 
forn=1.:.m 
s=s+1/n/ny 
end 
保存 为 eg0 _4f. my 在 命令 窗口 执行 
» clear; eg0 Ad4f(100), eg0 4f(1000» 
ans 一 
1.6350 
an5 一 
1]. 6439 
为 S 
?933 Undefined function or variable s. % 说 明 s 不 是 命令 窗口 的 变量 
4.“ 编 程 几 点 高 级 事项 


input 提示 输 人 :* eval 执行 命令 } 

disp 强行 显示 feval 函数 求 值 ， 

nun2str 数值 转 字 符 申 ; keyboard 键盘 指令 ; 

str2num 字符 申 转 数值 ; Pause 延 时 ; 

int2str 整数 转 字符 申 : warning ”显示 著 告 

mat2str 和 给 阵 转 字符 申 ; error 显示 错误 并 中 断 ; 
char 按 ASCII 码 转 换 ; nargin 函数 的 输入 变量 个 数 ， 
strcmp 字符 串 比较 ; nargout ”输出 变量 个 数 。 


(1) 注 友 :注释 语 句 用 % 开 头 ,对 本 行 后 面 字符 起 作用 ,注释 语句 不 参与 运算 ,起 说 明 作 
用 ,增强 程序 的 可 读 性 ,一 个 好 的 M 文件 开头 应 有 一 段 注释 ,说 明 功能 和 使 用 方法 ,这 部 分 
注释 使 用 
help 文件 主 名 
可 看 到 。 注 释 符 % 也 常用 于 程序 调试 ， 
(2) 提示 输入 :input 和 disp 是 一 组 输入 输出 语句 ,例如 缩写 下 列 脚 本 文件 finddet. 
nm, 使 对 键盘 输入 的 方 阵 求 得 行列 式 。 
4 文件 finddet.nm 
clear A} 
B= input ('Enter a square matrixy yi 
d= det(B); 
disp{['Its determinant is ', mum2str(d)]); 
这 里 num2str 是 将 数 转换 为 字符 串 , 这 样 可 与 前 面 的 字符 串 一 起 构成 字符 串 移 和 降 。 现在 
运行 


» finddet 
Enter a sguare matrix:《 请 你 输入 方 阵 , 如 [1 2; 3 4]) 
lts determinant js 一 之 
《3) 子 函 数 :M 函数 中 人 允许 使 用 子孙 数 。M 函数 中 第 一 个 function 为 主 尔 数 ,上 其 他 
function 为 子 函 数 
(4) 全 局 变量 :M 文件 问 变 量 值 传递 除 使 用 参量 外 还 有 一 种 方式 :定义 91obal( 全 局 变 
量 ), 它 的 意义 与 通常 全 局 变量 稍 有 区 别 , 只 对 有 定义 的 文件 起 作用 。 
《5) 数组 化 编程 :MATLAB 是 数组 化 程序 语言 ,好 的 M 文件 应 尽量 使 用 内 部 函数 ( 包 
括 半 系 与 逻辑 函数 any、all、 find 等 , 见 例 5), 少 用 循环 语句 ,以 提高 运算 速度 。 如 例 4 写成 
下 列 形式 运算 较 快 。 
WM 画 数 egD _41, mm 的 改进 
function s= ftm) 
n=1:m:s 
s= sun(1. /n."2); 有 sum 表示 向 量 的 和 
(6) 预 分 配 : 尽 管 MATLAB 数组 无 须 定义 大 小 , 供 经 常 收 变数 组 大 小 会 影响 速度 ,及 
取 一 些 预 分 配方 法 可 提高 运算 速度 。 如 


较 差 的 程序 较 好 的 程序 

CD 一 2 v=2* onest1, 100): 
for i=2:100 for i=2;100 
v(D=v(—1) ~ 0.5: vei}=v(i—1) 0,5: 
end end 


(7) 与 CC 十 十 及 FORTRAN 的 接口 : MATLAB 提供 了 API 函数 将 C/C 十 十 或 
FORTRAN 程序 转化 为 在 MATLAB 中 运行 的 MEX 文件 ,也 可 用 Complier 从 M 浮 数 生 
成 CAC 二 十 代码 或 可 执行 文件 。MATLABR 还 可 与 EXCEL 交换 数据 。 

“ 例 5 分 段 函数 图 

0.5457exp(— 0.75y: — 3.757 —1.5x), Zz+y>1 
plizx, y) -errs ye 一 1 之 十 y 志 1 
0. 5457exp(— 0.75y: — 3.75z 二 1.57)， z+ y 志 一 1 


HM 文件 eg0 5 im 
Clear; Close; 
xa= 一 2:0.1:2; ya= -2:0.1:24 [x, ¥| = meshgrid (xa, ya)s 
z= Zeros(sizelx))! 贡 预 处 理 可 加 快速 度 
kl1 = find (x+y)1): %%k1 返 医 符合 x+ 了 >1 的 数组 编 址 ( 单 下 标 ) 
ZCk1) = 0.5457* exp( -0.75*y(k1). ~ 2~ 3.75* x(k1). ~“2—1.5*xikl1)); 
k2=find(x+ yt = 1&x+ y) — 1); 
zk2) = 0.7575* exp( ~ Y(K2》. ~ 2—6*x(k2). ~ 2): 
k3=find(x+ yt -1); 
zfk3》 = 0.5457* exp( 一 0.75* yk3). ~ 2—3.75*x(k3). “2+1.5* xCk3)); 


mesh(x, y¥, 2);} 


$0.5 在 线 帮助 和 文件 管理 


1. 在 线 帮 助 


hejp， 显 东 查询 目录 : 

help 子 目 录 名 显示 子 目录 中 所 有 MATI.AB 系统 命令 及 函数 ; 
help 命令 或 函数 。” 显示 该 命令 或 函数 的 说 明 部 分 ; 

lookfor 关键 词 。 品 示 与 该 关键 词 有 关 的 命令 和 函数 ， 


» help inr 

JINY Matrix inverse, 
INV CX) is the inverse of the square mAatrix X. 
A warning message js printed 计 X is badly scaled or 
nearly singular. 

» lookfor inverse 

ACOS Inverse cosine,. 

ACOSH Inverse hyperbolic cosine. 

ACOT Inverse cotangent. 


INY NMatrix inverse. 


PINY Pseudoinverse., 


IFFT Inverse discrete Fourier transform. 


2. 文件 管理 


MATLAB 文件 有 M. Mat、Mex 等 。 其 中 M 文件 是 最 主要 的 ,MATLAB 绝 大 多 数 内 


部 函数 是 M 文件 ,我 们 用 户 身 编 的 程序 一 般 也 基 M 文件 。 


what 显示 当前 目录 中 的 MATLAB 文件 ， 

dir 显示 当前 目录 中 所 有 文件 ; 

type M 文件 主 名 显示 指定 的 M 文件 内 容 ， 

which Mf 文件 主 名 显示 指定 的 MATLAB 文件 的 路 径 ; 
cd 显示 当前 工作 月 录 :# 

cd 子 目录 名 进 人 子 目 录 ， 

mkdir ” 建 子 目录 ; 

1 DOS 命令 ”执行 DOS 命令 。 


» which ifft 

D;\matlabll\toolbox\matlab\ datafun\i{ft. tm 

» type ifft 

显示 M 文件 ifft, m 的 全 部 内 容 。 

» type acos 

acos is a built-in function， % 一 些 核 心 函 数 不 是 M 文件 

3，MATLAB 工作 目录 

MATILAB 只 执行 当前 目 永和 搜索 路 径 ( 写 在 文件 pathdef m 中 ) 中 的 命令 和 函数 。 妆 
MATLAB 接受 到 一 个 命令 首先 检查 是 否 为 命令 窗口 常量 或 变量 ,然后 检查 当前 工作 目录 
M 文件 名 .再 依次 按 路 径 队 列 搜 索 , 排 在 后 面 的 同名 M 文件 得 不 到 执行 。 你 所 正在 执行 的 
M 文件 的 位 置 可 用 which 查 到 ,并 可 用 type 显示 文件 内 容 。 

使 用 工具 栏 里 的 路 径 浏览 器 (Path Browser) 可 查看 到 搜索 路 径 队 列 , 也 可 改变 当前 工 
作 目 杂 或 在 搜索 路 径 中 添加 新 目录 。 对 于 使 用 公共 计算 机 的 读者 ,我 们 建议 设置 你 自己 的 
工作 目录 (如 软盘 a:)。 每 次 进入 MATLAB, 使 用 路 径 浏览 器 特 你 的 目录 设置 为 当前 目 深 ， 
你 编写 的 程序 都 保存 于 此 目录 ,就 不 会 与 别人 的 程序 冲 罕 了 ， 

在 MATLAB 中 , 当 你 对 某 命 令 或 函 教 的 使 用 不 清楚 时 ,多 使 用 help, 多 用 例子 试 一 
斌 ;起 阅读 程序 ,使 用 type; 若 你 起 用 关键 宇 查 询 命令 和 廿 数 ,使 用 lookfor。 这 样 你 不 用 书 
面 材料 ,就 可 自学 MATLAB 了 。 


0.6' 符号 数学 工具 箱 


符号 数学 工具 箱 (Extended Symbolic Math) 是 MATLAB 一 个 特殊 的 工具 箱 ,可 进行 
解析 数学 运算 和 任意 指定 精度 数值 计算 。 

1. :符号 对 象 

符号 运算 使 用 一 种 特殊 的 数据 类 型 , 称 为 符号 对 象 (Symbalic Object) ,用 字符 申 形 式 才 
示 , 但 又 不 同 于 普通 字符 事 (Char Array)。 其 变量 .表达 式 均 为 符号 对 象 。 符号 对 象 使 用 
sym 或 syms 生成 ,如 
》 syms abc; 妃 生 成 几 个 符号 变量 
A=[0.1a; be 哆 当然 这 是 一 个 符号 矩阵 ,其 输出 表达 与 数值 矩阵 有 明显 吧 别 
下 一 


[1710， a 
[ b, cj 
yd= sym ('5~0,.5') ”% 数 值 表达 式 转化 为 符号 表达 式 
吕 一 
5*0.5 % 注 意 它 已 水 是 数值 


》f= sym (‘x~3-1') 上 % 字 符 串 化 为 符号 对 象 
{二 

x ”~ 3—1 昕 注意 它 已 不 是 字符 串 
» syms x; f= syn (x “~ 3— 1) 纪 % 结 果 同 土 


》 str = char(CE) 上 % 符 号 对 象 转化 为 字符 串 
» n= doubleld) 6 符号 对 象 转化 为 数值 

现在 请 使 用 工具 栏 的 工作 空间 浏览 器 (Workspace Browser) ,观察 各 变量 数据 类 型 。 可 
多 ,符号 对 象 占 用 字 节 数 远 大 于 数值 或 字符 ,同时 其 运算 速度 也 慢 许 多 ,所 以 通常 Symbolic 
命令 只 作为 “符号 计算 器 ? 作 解 析 运 算 , 数 值 计算 一 般 不 提 介 用 Symbolic 命令 。 

2. “基础 符号 运算 函数 


syn 字符 串 或 数值 到 符号 的 转换 ; expand 展开 

char 符号 到 字符 串 的 转换 ; collect 合并 同类 项 
double ”符号 到 数值 的 转 枢 ; sjmplity，simple 化 简 : 
digits ”计算 字 长 设置 ; subs 变量 代 措 ， 

vpa 任意 精度 计算 # ezZPJCt 符号 函数 作 图 ; 
factor ” 因 式 分 解 ; funtool 函数 计算 器 。 


注 :(1)MATILAB 大 多 运算 罕 如 十 ， 一 ，*，/，“; ,*，./，,“ 等 适用 于 符 导 对 象 ;(2) fun- 
tool 是 一 个 直观 的 图 形 化 了 画 数 计算 器 ,很 方便 进行 汪 数 代数 运算 和 微 积分 。 自 己 试 一 试 。 
" 例 6 (多 项 式 和 运算 } F(x) 二 (x 一 1 g(x) = (z 十 1 
» SYS xs f= {x-1)~3;9g9= (x+]13” 3 
»h=fg 
hh 一 
(x—1)* 3'(x+1) "3 
» 9 = expand(h) 
一 
x^6 一 3*x“4 十 3*x“ 2 一 1 
» hf = factorts) 


hf 一 

(X 一 ]) ”3 (x+1)~3 

hsub = subs (Ss, x, x 2+x+1) 站 用 x“ 2 十 x 十 1 替换 s 中 的 x 
hsub= 


{x “2 十 x 十 1]) “6 一 3* C(x“ 2 十 x 十 1) “4 十 3* C(x“^2 十 x 十 1) “2 一 1 
» hsim = simple(hsub) 


hsim= 

x*3*(x+1) “3° (x*2+x+2)~3 
} houn = subs (hsim, pi) %x 二 pi 时 的 值 
hnum 一 

7. 4507e 十 006 
》 hnum?2 = subs (hsim, ‘pi’) % 注 意 不 是 pi 
hnum2? = 
pi*3* (Cpi+1) ~ 3* (pi~ 2+pi+2) ~3 
} vpa (hnum2, 50) %50 位 精度 计算 


ans 二 


-一 - 18 一 


7450711. 3927922432591138430883231108102852492996213 


$0.7 习 题 


1 实践 下 列 MATLAB 命令 ,观察 结果 ,以 理解 ，，… 的 作用 。 
(i) r=2; v=4/3*pi*r*3 
{iiy r=2, v= 4/3*pi*r~3 
(iii) r= 2 v= d/3*... 
pi*r~3 
2 观察 下 列 计算 结果 ,理解 数组 与 矩阵 运算 的 意义 
(人 [1 2; 3 4]+1 
(ii [1 243 4]*[1.1 1.2 1.3 1.4| 
{iiiy 1 2 3 4].*[li.1 1.2; 1.3 1.4] 
(iv} sin (1;4) 
Cy} [1 2;3 4]>=[4, 3;2 1] 
3 作出 下 列 函数 图 象 


(i y= risin(x: ~ x — 2) 一 2 之 工艺 2 (分 别 使 用 plot 或 fplot 完成 》 
Gi) zx/4 十 /9 二 1( 精 圆 提示 :使 用 参数 方程 
(iiiy z 二 x! 十 y (抛物 面 ) [zs 3， 33 


4 用 循环 语句 形成 bonaeeil 数列 刀 = 二 Fi 二 1, Fi= Fi 十 Fz 上 二 3, 并 
验证 极限 


{提示 ;计算 至 两 边 误 差 小 于 精度 1e 一 8 为 止 ) 


实验 一 ”投入 产 出 平衡 ”和 矩阵 和 线性 方程 组 


本 实验 中 我 们 学 习 MATLAB 有 关 线 性 代数 运算 的 命令 ,加 深 对 向 章 和 竹中 概念 和 理 
施 的 理解 ,并 研究 投入 产 出 分 析 ,基因 咕 传 等 应 用 问题 。 和 补充 知识 介绍 了 袁 值 计算 中 常常 还 
及 的 范 数 , 条 件数 和 病态 方程 组 等 概念 以 及 线性 方程 组 Gauss 消去 法 。 


#1.1 引 例 : 国民 经 济 投入 产 出 综合 平衡 


在 一 个 国家 或 区 域 的 经 济 系统 中 ,各 部 门 (或 企业 ) 既 有 投入 又 有 产 出 。 生 产 的 产品 满 
足 系 统 内 部 各 部 门 和 系统 外 的 需求 ,同时 也 消耗 系统 内 各 部 门 提 供 的 产品 。 美 国 哈佛 大 学 
教授 Leontief 于 20 世纪 30 年 伐 次 先 提出 并 成 功 建立 了 国民 经 济 的 投入 产 出 的 数学 模型 ， 
并 主持 制定 了 美国 国民 经 济 投入 产 出 综合 平衡 计划 。 因 此 他 获 1973 年 诺 贝尔 经 济 学 奖 。 

设 有 # 个 经 济 部 门 ,xz, 为 部 门 ; 的 总 产 出 ,co 为 部 门 ; 单位 产品 对 部 门 ; 产品 的 消耗 ,d， 
为 外 部 对 部 门 的 需求 , 广 为 部 门 7 新 创造 的 价值 。 那 么 各 经 济 部 门 总 产 出 应 满足 下 列 关 
系 式 


t= Peritd, i=1, mn (1.1) 


z= ch 1=1, "m,n 《1. 2) 
:1 


上 述 C1. 1) 式 称 为 分 配 平衡 方程 组 ,(1.2) 式 称 为 消耗 平衡 方程 组 ， 由 于 省 x, 相互 关联 ,不 
可 能 独立 节 进 行 研究 。 我 们 可 以 用 矩阵 理论 来 表达 和 分 析 。 念 避 一 (co 在 一 人， 
宛 ，) 六 一 (Adis | dn}, 下 一 Ci， ty 所) 将 (1， 1) 式 化 为 矩阵 形式 


X=CX+D {1.3) 
仿真 二 太一 C, 这 里 巨 为 单位 害 阵 。 那么 (1. 3) 式 化 为 
AX=D (1.4) 


经 济 学 上 C 称 为 直接 消耗 算 阵 ,A 称 为 Leontief 炬 阵 。 令 


3 表示 各 部 门 间 的 投入 产 出 美 系 , 称 为 投入 产 出 矩阵 ,Y 表示 各 部 门 的 总 投 人 , 称 为 总 投入 
向 量 . 那么 新 创造 价值 向 量 
一 1 一 


下 一 其 一 入 (1. 6) 


$1,2 数学 理论 复习 ; 线性 代数 


自然 科学 和 工程 实践 很 多 问题 的 解决 都 归纳 为 线性 代数 方程 组 的 求解 和 和 矩阵 运算 。 有 
些 问题 本 身 就 是 一 个 线性 方程 组 ,例如 结构 应 力 分 析 问 题 . 电 子 传输 网 分 析 问 题 , 投 人 产 出 
分 析 问 题 和 各 种 卓 体 管 电路 分 析 问 题 ; 另 一 方面 在 些 数值 计算 方法 导致 线性 方 穆 组 求解 ,如 
数据 拟 合 问题 , 非 线性 方程 组 和 偏 微 分 方程 组 数值 解 问题 等 等 。 


1， 线 性 方程 组 
nn 个 未 知 量 m 个 方程 的 线性 点 程 组 一 般 形式 为 
如 11 El Ha? 上 dinTn 二 外 
全 31 十] Was 2 纲 才 danTn 一 Po {1.7) 
[un HF Qe ra FF Hrmin 一 Bb, 
令 
(1 好 1 Hln 区 A 
一 el 这 "| 一 | 一 he 
dw] a An Xa b. 
则 得 知 阵 形式 
AT 二 上 pb {1,8) 
若 右 端 b = 0, 即 
Ar=0 1.9) 
则 称 方程 组 为 齐 次 的 。 


方程 组 (1. 的 可 能 有 唯一 解 ,可 能 有 无 穷 多 解 , 也 可 能 无 解 , 主 要 取决 于 系数 矩阵 4 及 
增 广 矩阵 (4， 太 的 秩 。 若 秩 CA) 一 特 (4， 扫 一 my 存在 唯一 解 ,其 解 理论 上 可 用 Cramer 法 
晴 求 出 ,但 由 十 这 种 方法 要 计算 a 十 1 个 闪 阶 行列 式 , 计 算 量 太 大 通常 并 不 采用 ; 若 秩 (4A) = 
牧 ( 和 站 ,Bb) < 2 存在 无 穷 多 解 , 其 通 解 可 表示 为 对 应 齐 次 方程 组 (1. 9) 的 一 个 基础 解 系 与 
(1.8) 式 的 一 个 特 解 的 要 加 ; 若 秩 (A) 天 秩 (4， 站 ， 则 无 解 , 这 时 一 般 寻 求 最 小 二 乘 近似 解 ， 
即 求 x 使 向 量 Ax 一 上 5 长 度 最 小 。 

2. 逆 矩 阵 

方 阵 A 称 为 可 赣 的 ,如 果 存 在 方 阵 如 ,使 

AB=BA=E 


这 里 已 表示 单位 阵 。 并 称 日 为 4 的 着 矩阵 , 记 了 = 4 。 方 阵 4 可 道 的 充分 必要 条 件 是 
| 4 1 关 0。 求 逆 算 阵 理论 上 的 公式 为 


这 里 4 为 4 的 伴随 矩阵 。 利 用 道 和 矩阵 ,(1.2) 式 的 解 可 表示 为 

x=A'b 
由 于 这 个 公式 涉及 大 量 行列 式 计算 ,数值 计算 不 采用 。 求 道 矩 阵 的 数值 算法 一 般 是 基于 求 
解 线性 方程 组 的 方法 。 


3. 特征 值 与 特征 向 量 
对 于 方 阵 和 A, 车 存在 数 4 和 非 零 向 量 * 使 


rr 一 让 (1, 11) 


则 称 4 为 A 一 个 特征 值 ,x 为 A 的 一 个 对 应 于 特征 值 * 的 特征 向 量 ， 特征 值 计算 归 结 为 特 
征 多 项 式 的 求 根 。 对 于 x 阶 实数 方 阵 , 特 征 多 项 式 在 复数 范围 内 总 有 个 根 。 对 应 于 特征 
值 4 的 特征 向 量 是 齐 次 线性 方程 组 

{AAE)x=0 (1. 12) 
的 所 有 非 零 解 。 通 常 只 需要 求 它 的 一 组 线性 无 关 解 。 特 征 值 和 特征 向 其 求解 的 数值 方法 是 
相当 复杂 的 ,适用 性 较 广 的 是 正 交 三 角 分 解 系列 算法 (参见 文献 [9]) 


$1.3 线性 代数 运算 MATLAB 命令 


MATLAB 是 矩阵 化 程序 设计 语言 ,所 以 处 理 矩 阵 和 向 其 运 算 特 别 方 便 。 关 于 矩阵 和 
向 量 的 一 些 基本 运算 命令 已 在 预备 知识 中 介绍 ,常用 命令 和 函数 还 有 


zerOS 生成 元 素 全 为 0 的 短 阵 ; eig 特征 值 与 特征 向 量 ; 
ones 生成 元 素 全 为 1 的 知 阵 ; diag 对 角 阵 ; 
eye 生成 单位 矩阵 ; trace 方 阵 的 迹 ; 
linspace ”生成 等 片 行 向 量 ; rank 矩阵 的 秩 ，; 
rand 生成 随机 和 矩阵; rref 类 阵 的 行 最 简 形 ; 
det 方 阵 的 行列 式 ; crth 正 交 规范 化 
inv 方 阵 的 道 ; nuil 求 基础 解 系 ; 
norm 矩阵 或 向 量 范 数 ， jordan ”Jordan 标准 形 分 解 。 
cond 方 阵 的 条 件数 ; 

1 特 语 矩阵 生成 


一 
zeros(m, n) 生成 王 行 an 列 的 零 矩阵 ， 

onestm, n) ”生成 m 行 n 列 的 元 率 全 为 1 的 矩阵 ; 

randn, n) ”生成 m 行 n 列 [0, 1 上 均匀 分 布 随机 数 矩 隆 ; 

eye(n) 生成 阶 单位 矩阵 ; 

当 A 是 定 阵 ,diag(Ca) 返 回 A 的 对 角 线 元 素 构成 的 向 量 : 

当 是 向 量 ,diag( 妈 返回 由 X 的 元 素 梅 成 的 对 角 和 矩阵 ! 

1inspace(x1, x2，n) 生 成 x 与 x 闻 的 nm 维 等 距 行 向 量 , 即 将 [x ,xzjn 一 1 等 分 。 


» ones(3, 3} 


ansS 一 


1 1 1 
1 1 了 
1 1 1 
Deyel3) 
as 一 
1 0 0 
总 1 0 
0 0 1 


»linspacetl, 2, 4) 
aTS 一 
1. 0000 1. 3333 1. 6667 2.0000 
»》 rand(2, 4) ”由 于 随机 性 ,每 次 结果 不 同 
ans™— 
D0. 6134 0,9218 0. 1763 0.9355 
0,. 7919 0, 7382 WU 4057 0.9169 
2. 行列 式 和 逆 矩 阵 


det (CA) 返回 方 阵 A 的 行列 式 ， 
inv (A) 返回 点 的 道 矩 阵 ， 


例如 
》RM=[1 2;3 4]; det(a), inv(a) 


as 一 


一 2 
ats 一 
一 2. 0000 1, 0000 
1. 5000 一 0. 5000 
3. 人 矩阵 除法 


左 除法 AB ”求解 矩阵 方程 AX = B， 
右 除法 B/A ”求解 矩阵 方程 XA = B， 


系 阵 除法 会 根据 4 的 特点 自动 选 定 合适 的 算法 求解 ,然后 尽 可 能 给 出 一 个 有 意义 的 结果 。 

{1) 当 六 为 方 阵 , 其 结果 与 inv(a)*B 基 本 一 致 ; 

(2) 当 妨 不 是 方 阵 ,除法 将 自动 检测 。 若 为 超 定 方程 组 ( 即 无 解 ) ,除法 将 给 出 最 小 二 乘 
意义 上 的 近似 解 ,即使 得 向 重 AX 一 BB 的 长 度 达 到 最 小 ;车 为 不 定 方程 组 ‘ 即 无 穷 多 解 ), 除 
法 将 给 出 一 个 具有 最 多 零 元 素 的 特 解 ;当然 车 为 唯一 解 , 除 法 将 给 出 这 个 解 。 用 户 应 对 结果 
有 一 个 正确 认识 ,通常 可 使 用 rank 比较 系数 矩阵 的 秩 与 增 广 矩阵 的 秩 来 分 析 。 除 超 定 方 程 


组 外 ,除法 对 符号 对 象 同样 适用 。 
例 1 解 下 列 方 程 组 


(1) 定 解 方程 组 人 


x 十 2y 十 z= 二 1 

31 一 2y 十 之 二 4 
十 2y 二 1 

(3) 超 定 方程 组 | 一 4 
Ty 二 2 


(2) 不 定 方程 组 | 


cp 厅 异 方 和 组 人 2” 了， 
_2z -dy 一 一 ? 


》R=fl 2;3 -2]; 3=[ 4]; x= A\B 


X 一 % 求 得 唯一 解 
1. 2500 
一 0. 1250 
aA=[1 2 i153 -2 1];B=[1; 4]; x=AMB 
x 二 站 求 得 一 特 解 
1. 2500 
一 0. 1250 
0 
3》a=[1 2;3 -211 -1]s B=[1: 4; 2]; x=MB 
x 一 % 求 得 一 最 小 二 鞠 近 亿 解 
1. 2838 
—0,1757 


3A=[1 2; -2 -4];B=[1} ~2]; x=A\B 


Warning: Matrix is singular to working precision, 


x= %% 不 能 直接 求解 
Inf 
Inf 
yA=[1 2; -2 -40 0];B=[t -2; 0]; x=aAB 媳 增 加 0x 十 0y 二 0, 使 大 不 为 
方 阵 
Warning: Rank deficient, rank=1 tol== 2.9790e—015., 
x 一 池 仍 可 求 一 特 解 
0 
0, 5000 


例 2 线性 方程 组 的 通 解 


一 吉 十 Ti 十 X39 一 XX 二 1 《1. 13) 


上 一 Xz 十 TT 一 人! 一 1 


2x) — xs — Xs 二 x, 一 一 1 


解 : 在 无 穷 多 解 情况 可 用 三 种 方法 求 得 通 解 ,第 一 种 方法 用 rref 化 为 行 最 简 形 以 后 求 
解 ; 第 二 种 方法 用 除法 求 出 一 个 特 解 , 再 用 null 求 得 一 个 齐 次 组 的 基础 解 系 。 第 三 种 方法 
是 用 符号 数学 工具 箱 中 的 solve 求解 ( 见 实 验 二 )。 
》cleary a=[1 -1 1 -1l;-1 1 1 -1;2 -2 -1 1];b= 1;1; -1]: 
[rank(a), rank{[a. bl)] 


a8S 一 


2 2 $ 秩 相 等 且 小 于 4, 说 明 有 无 穷 多 解 
brreft[a, bl) 多方 法 一 
an8s 一 
i —1 0 0 姜 
0 0 ] —] 
0 0 0 0 0 % 通 解 一 xz; 生 二 坯 十 1(xse， x4 自由 》 


yx0 = avby， x= null{ay 委 方 法 二 ,注意 null 得 到 解 空间 的 一 个 正 交 规范 其 
Warning: Rank deficient, rank—2 tol= 2.1756e—015, 


XO 一 
0 
QO 
1 
0 
x 二 
—0, 7071 0 
一 0.7071 —0. 0000 
一 0.0000 0, 7071 


0 0.7071 听 通 解 为 kl’ x(t! ， 1) 十 k2* x( 2) 十 x0 
4. 特征 值 和 特征 向 量 


FV,，D] 一 seig( 本 返回 方 阵 A 的 特征 值 和 特征 向 量 。 其 中 D 为 特征 值 构成 的 对 角 阵 ， 
每 个 特征 值 对 应 的 V 的 列 为 属于 该 特征 值 的 一 个 特征 向 量 , 每 个 特征 向 量 都 是 单位 
向 量 ( 即 模 等 于 1) ,并 且 属 于 同一 特征 值 的 线性 无 关 特 征 向 量 已 正 交 化 。 如 果 只 有 一 
个 返回 变量 , 则 得 到 特征 值 构成 的 列 向 量 。 


yA=[1 2 2;2 4 4;12 4 4 [VY, D]=eig(a), t=eig(a) 


Y= 
0,9333 0. 1333 0.3333 
一 0. 1333 —0. 7333 0.6667 
—0, 3333 0. 8667 0. 6667 

D= 
0. 0900 0 0 
0 —0. 0000 0 


0 0 9. 0000 


$1.4 实验 例题 


现在 我 们 来 看 一 个 小 型 的 投入 产 出 问题 。 

例 3 (投入 产 出 分 析 ) 某 地 区 有 三 个 重要 产业 ,一 个 煤矿 ,一 个 发 电 广 和 一 条 地 方 铁 
上 路。 开采 一 元 钱 的 煤 , 煤 矿 要 支付 0,25 元 的 电费 及 0. 25 元 的 运输 费 ; 生产 一 元 钱 的 电力 ， 
发 电 广 要 支付 0, 65 元 的 煤 费 ,0,05 元 的 电费 及 0. 05 元 的 运输 费 ; 创 收 一 元 钱 的 运输 费 , 铁 
路 要 支付 0. 55 元 的 煤 费 和 0. 10 元 的 电费 ,在 某 一 周 内 煤矿 接 到 外 地 金额 50000 元 定货 ,发 
电厂 接 到 外 且 金 矣 25000 元 定货 ,外 界 对 地 方 铁 路 没有 需求, 癌 三 个 企业 间 一 周 内 总 产值 多 
少 才 能 满足 自身 及 外 界 需 求 ”三 个 企业 间 相 互 支付 多 少 金 额 ” 三 个 企业 各 创造 多 少 新 
价值 ? 

和 解 : 这 是 一 个 投入 产 出 分 析 问 题 。 设 五 为 本 周 内 煤矿 总 产值 ,zs 为 电厂 总 产值 ,zs 为 
铁路 总 产值 , 则 


Ts — (0.2571 十 005zs 十 0. 10zs) = 25000 


| 一 (0X2z 十 0657y 十 0.5553) 一 59000 
Xa 一 (0.257 十 向 057z 十 0 了 一 修 


Tl 


产 出 向 基 蔷 = ， 外 界 需 求 向 量 卫 = ， 丰 接 消 耗 和 矩 取 .C= 


50000 
< 


25000 
“oD 


3 
0 0.65 0.55 
25 0,.05 0. ol eon A 五 一 C, 根据 (.11) 式 (1.12) 式 和 (1. 13) 式 求解 
0.25 0.05 0 ， 
如 下 。 
》 eleariC=fo0 0.65 0.55; 0.25 0.05 0.1; 0.25 0.05 0j; 
3 D=[50000; 25000; 0]; A= (eye(3)- C) 
» X= AD 
B= C*diagtX) 
》Y= onestl, 3)*B 
YEF=X—¥ 
得 投入 产 出 分 析 表 , 见 表 1-1。 
例 14 ( 陷 性 病 遗 传 ) 在 常 染色 体 遗 传 中 ,后 代 是 从 父母 的 基因 对 中 各 继承 一 个 基因 , 形 
成 自己 的 基因 型 。 如 果 我 们 所 考虑 的 遗传 特征 是 由 两 个 基因 A 和 a 控制 ,那么 就 有 三 种 基 
因 型 , 表 1-2 给 出 父母 基因 型 的 所 有 可 能 组 合 使 其 后 代 形 成 每 种 基因 对 的 概率 。 


表 1-1 投入 产 出 分 析 表 {单位 ;元 ) 


总 产 出 


102088 


56163 


中 产 部 门 | 电厂 | 25522 
| 铁 。 路 
新 创造 的 价值 
总 产 出 


25522 


5 4 


102088 


设 鳄鱼 某 种 遗传 病 染 色 体 的 正常 基因 为 A, 不 正常 基因 为 as, 那么 AA、Aa、aa 分 别 表 
示 正 常 金鱼 . 隐 性 患者 、 显 人 性 患者 。 设 初始 分 布 为 90 中 正常 金鱼 ,10%% 的 隐 牲 患者 ,无 显 性 
患者 。 考 虑 下 列 两 种 配种 方案 对 后 代 该 遗传 病 基因 型 分 布 的 影响 。 
方案 一 ; 同类 基因 结合 , 均 可 繁殖 
方案 一 : 显 性 种 者 不 允许 繁殖 , 隐 性 患者 必须 与 正常 金鱼 结合 繁殖 。 
解 : 设 初始 分 布 为 z??， zx? ,zx87 ,第 志 代 分 布 为 z， zz 二 1，2，…: 令 
1 1/A4 0 1 i/2 0 zx" 
A= |0 1/2 0l, B= 0 1/2 0 | 
0 1/4 1 0 0 0 x 


那 公 
KE" = ATIXY, K® = BIKY 

分 别 是 两 种 情况 下 第 n 代 的 基因 型 分 布 。 
》 clear; A=[1 1/4 00 1/2 00 1/4 1]; 
»x=[0.9 0.1 0 
» Eor i=2:20, x= A"x; end; x20 =Xx 
x20 二 

0.9500 

0.0000 

0, 0500 
可 见 , 按 方案 一 ,很 多 代 以 后 ,将 出 现 5% 的 稳定 显 性 患者 。 若 执行 方案 二 
》 clears B=[1 1/2 00 1/2 0;0 0 0]s 


x= [0,.9; dO.1} 0]; 
一 一 27 -一 


» for i=2,20, x=B*x; end; x20 = 区 
X20 二 

1.0000 

0. 0000 

0 

可 知 按 方案 二 ,很 多 代 以 后 ,不 但 不 会 出 现 显 性 患者 ,更 令 人 鼓舞 的 是 , 连 降 性 趾 者 也 趋 于 消 
失 。 这 个 例子 体现 了 杂交 的 优势 ， 

现在 我 们 用 特征 值 和 特征 向 量 理论 作 进 一 步 分 析 。 
Pelears A= [1 ld4 O00 1/2 0;0 1/4 1]; LP, TI= eig(8) 


P= 
1. 0000 0 一 0. 4082 
0 0 0,. 8165 
0 1.0000 —0. 4082 

T= 
1. 0000 D 0 
0 1.0000 0 
0 0 0. 5000 


求 得 3 个 特征 值 1.1，0. 5, 对 应 特征 向 量 (1，0，0》 ，(0，0，1) ，《 一 和 4082，0. 8165， 
一 0.4082)。 由 于 三 个 特征 向 量 线 性 无 半 , 从 而 和 可 相似 对 角 化 , 即 PAP = 工 .那么 


A” = {PTP™)" = PT"P”! 
1 
limA* = PflimT)P "=P 


3P* diagtfi, 4, 01])* invtP) 


ans= 


1.0000 0. 5000 0 
0 D 0 
0 0.5000 1. 0000 


对 于 任意 初始 分 布 x= (ay 5 c ， limx = (a+0.55, 0, 0， 55 十 c)'。 这 就 从 理论 上 证 明了 
方案 一 最 终 导致 隐 性 病 患者 消失 。 对 于 方案 二 ,读者 可 自己 作出 类 似 的 分 析 。 


$1.5 实验 习题 


1 (方程 组 的 解 ) 解 下 列 线 性 方程 组 ,并 总 结 线 性 方程 组 解 的 各 种 情况 


本 1 一 1 Er | 9 
《1) |3 2 —6|lix:|= I—2 
1 一 5 3 3 


4 3 3 fl 
(2) |3 2 -1 Eo ee 
了 一 5 3) [x 1 


1 
2 
3 


(4) |1 2 1 —1 ， 求 通 解 。 


2 《人 口 流动 趋势 ) 对 城乡 人 口 流动 作 年 度 调 查 ,发现 有 一 个 稳定 的 朝向 城镇 流动 的 趋 
势 , 每 年 农村 居 员 的 5% 称 居城 镇 而 城镇 居民 的 1% 迁 出 ,现在 总 人 口 的 28 位 于 城镇 。 假 
如 城乡 总 人 口 保持 不 变 ,并 且 人 口 流动 的 这 种 趋势 继续 下 去 ,那么 一 年 以 后 住 在 城镇 人 所 所 
占 比 例 是 移 少 ? 两 年 以 后 呢 ? 十 年 以 后 呢 ? 最 终 呢 ? 

3 《经济 预测 ) 在 某 经 济 年 度 内 ,各 经 济 部 门 的 投入 产 出 表 如 表 1-3 所 示 ( 单 位 : 亿 元 ) 。 
假设 上 经济 年 度 工业 .农业 及 第 三 产业 的 最 后 需求 均 为 17 亿 元 ,预测 上 经 济 年 度 工 业 .农业 
及 第 三 产业 的 产 出 (提示 :对 于 一 个 特定 的 经 济 系统 而 言 ,直接 消耗 矩 竹 和 Leontief 矩阵 可 
视 作 不 变 ) 。 


表 1-3 投入 产 出 表 ( 单 位 , 亿 元 ) 


4 {电路 网 ) 图 1-1 是 连接 三 个 电压 已 知 终端 的 电路 网 , 求 a. 5B、c 点 的 电压 ， 


图 1-1 习题 4 限 
5 (二 次 型 标准 化 ) 用 正 交 变换 化 下 列 二 次 型 为 标准 形 


fris ris Ts) = Xi — drs 4r1x3 一 2 十 8zrars — 2x3 


验证 下 列 性 质 ， 


1 2 3 
6 (Hamilton-Carley 定理 ?就 矩阵 A = 14 5 6 
7 & 9 


GD 设 入 各， X, 为 # 阶 方 隆 A 的 特征 值 , 则 DX, = Dye (A 的 迹 ), 4 = 
(一 1D"。 141 
Gi) 设 f(z) 为 的 特征 多 项 式 , 则 f(A) ~ 0。 


$1.6 补充 知识 ;Gauss 消去 法 和 病态 方程 组 
1 向量 和 矩阵 的 范 数 


我 们 知道 ,实数 是 有 大 小 序 关系 的 ,复数 本 身 没 有 大 小 序 ,但 我 们 可 用 复数 的 模 来 定义 
它 的 大 小 ,那么 向 量 和 和 矩阵 怎样 比较 大 小 呢 ? 这 个 癌 题 


训 
, 无 法 从 分 量 上 回答 。 比 如 图 1-2, 向 量 a 一 (2，2) 和 
bb 一 (3,1), 从 第 一 分 量 比 较 ,a 比 乒 小 ,但 从 第 二 分 量 比 
较 ,a 比 b 大 。 
8 几何 上 ,我们 可 通过 = 和 五 的 长 度 来 比较 ， 
| al =vyETE = 
0 x | 二 上 =y 3 +L =y10 


图 12 向 量 的 范 数 从 这 一 意义 上 ,我 们 应 该 认为 5 较 大 。 向 量 的 大 小 一 般 


用 范 数 衡量 。 设 向 量 x = (ris Ta Xn), 常用 的 向 量 范 数 有 


2 范 数 ( 即 长 度 ): | x]: 一/ > 


1 范 数 : jx = 3 || 
oo 范 数 ; xl = max | x | 
1 六 1 记 兹 
虽然 这 些 范 数 不 尽 相同 ,它们 都 是 对 分 量 大 小 的 某 种 综合 ,不 同 范 数 间 其 有 等 价 性 。 
范 数 的 概念 可 推广 到 撼 阵 ， 
设 及 = 《au ) en 


2 范 数 | 4||， = max (AA)), 其 中 ,CA 起 ) 为 44 的 特征 值 
1 范 数目 Al = max 2 1as | 
Tl 


oo 范 数 1 AD = wax 2 | a, | 
使 用 MATLAB 可 求 向 量 和 和 矩阵 各 种 觉 数 。 便 如 
yelears -fll/40;01/20;01/41];x=[0.9， 0.1, 0]; 
》 [norm(x), norm(x, 1), norm(x, inf)] 吃 分 别 为 向 量 x 的 2、1、<e 范 数 
ans 一 
0. 9055 1. 0000 0, 9000 
—- 30 — 


» Lnormta), normth, 1), norm(A, inf) | 分 别 为 短 阵 A 的 2、1、c 范 数 

1.0767 1.0000 1.2500 

2、Gawss 消去 法 和 选 主 元 技术 

线性 方程 组 求解 计算 主要 归结 为 A 为 可 北方 阵 时 唯一 解 的 求法 。 线 性 方程 组 数值 解 
法 主要 分 为 两 类 :直接 法 和 迭代 法 。 直 接 法 是 基于 给 阵 分 解 的 方法 ,包括 Gauss 消去 法 、LU 
分 解法 .追赶 法 ,平方根 法 (Cholesky 分 解法 } 等 。 直 接 法 求解 精度 高 ,是 常用 的 方法 。 选 代 
法 包括 Jacobi 选 代 法 ,Gauss-Seidel 迭代 法 和 超 松 弛 (SOR) 法 等 ,但 迭代 法 不 一 定 收 化 , 主 
要 用 于 一 些 特殊 的 大 型 稀 草 型 方程 组 、，Gauss 消去 法 是 先 将 方程 化 为 三 角形 方程 组 ,再 回 
代 求 解 ,以 三 阶 为 便 ， 


dr .1 十 dz .Ts 二 a3 Ts 一 bs 《by》 


和 es 十 ci tarnzt =b (a) 


tat 1 十 tia Ts 十 cas 一 及 te) 
《1》 消 元 讨 程 车 al 天 个 ,出 人 b) — a XK da i At 3 《el 一 (a) ard 消去 Chb) 、 《cz 中 
的 xz, 得 


Au TU + Gis Ts 二 twaTs 一 站 (a) 
a zi 十 as = (Cd) 
aly zz Ta zs = 0 (ee) 


车 对 关 0, 则 (Ce) 一 Cd) Xa Aap ,消去 (c) 式 中 的 xs 得 
全 十 as x 十 alsi 二 名 《ay 


6 和 rs 十 ar 一 人 Cd) 


a zs 一 站 【全 


(2) 可 代 过 程 ” 若 al? 关 0, 则 由 {站 式 得 zi 二 ?a8 ;将 zr 代入 (8) 式 得 x 三 
CB 一 a xz)/a; 将 xz 和 xx 代入 (a) 式 得 谎 ) 一 (一 ass 一 sa) fan。 
下 列 M 了 落 数 gauss. m 为 简单 Gauss 消去 法 ,并 三 示 了 消 元 过 程 。 使 用 格式 为 


x= gauss(a, by 


其 中 a 为 系数 广 阵 ,b 为 右 端 向 量 ( 或 矩阵 ) 。 
%M 函 教 gauss, m 
function = gauss(a, b) 
Fn, nm] = size(hb)s 
if sizela} = = [n, n] 
for i=1,.tn-1» 
if aci, i)==0, errort'Divide by zero'); end 
btti+1y:n， :y=bitl)n, 1:) -al(i+1):n, 1)* bi, :)/a(ti, 1); 
attit+1) sn i:n} = alli+1l)n, i:n) - ... 
attiti):n, i)*ati, i:n)/a(i, i); [a, b] 


end 
if a(n, n) ==0, error('Divide by zero'); end 
x{n, 1:) = bln, :)/atn, nm); 
for i=n—-1.~—1:1 
Ki 1) = (bi, 1) ali, (i+1i)m) x(t (iti)n, :))/ati, i): 
end 
else, errort'Dimension of matrix must agree') , end 
上 面 的 简单 Gauss 消去 法 中 ,一 旦 消 元 过 程 申 出 现 对 角 线 上 a 《 称 为 主 元 寨 ) 等 于 
零 , 则 计算 无 法 进行 ,即使 主 元 素 不 为 零 但 其 绝对 值 很 小 时 ,由 于 要 用 它 作 除 数 ,容易 造成 其 
他 元 素数 量 级 的 巨大 增长 和 舍 人 误差 的 扩散 ,从 而 使 计算 结果 失真 (见习 题 8) 。 选 列 主 元 
技术 就 是 按 列 用 绝对 值 最 大 的 元 素 作为 除数 ,以 减少 售 人 误差 的 影响 ,具体 地 说 就 是 在 第 
次 消 元 前 从 atP ，a 和 5 o 册 中 选取 绝对 值 最 大 的 元 素 作 为 主 元 素 , 记 为 a 此 “，。 
户 之 训 ， 则 把 第 上 个 方程 与 第 pp 个 方程 互 搞 ,再 按 Gauss 消去 法 进行 消 元 。 这 样 的 方法 称 为 
列 选 主 元 Gauss 消去 法 。MATLAB 中 矩阵 除法 “Ab" 对 于 A 为 普通 方 阵 时 ,就 采用 这 一 
方法 计算 。 
3. 病态 问题 
考虑 方程 组 


12x + 35y = 59 A) 
| TY C1.14) 


12z 十 35.00000137 一 59. 000001 (CB) 


解 得 xz 二 ?2, y 一 1。 现在 我 们 将 59, 000001 改 为 595 用 以 模拟 数据 误差 .伟人 误差 等 ) ,方程 
组 变 为 

12z 十 35y = 59 (A) 
12z 二 35.00000]Yy 一 59 {CY 


C1.15) 


解 得 x = 59/12, y 一 0《 见 图 1-3)。 

QL) 我 们 看 到 右 端 不 起 眼 欧 小 扰动 引起 了 解 的 大 差 

C 异 , 注 意 这 种 差异 并 不 是 由 算法 引起 (事实 上 两 组 解 
都 是 相应 方程 准确 解 ) ,而 与 方程 组 性 态 有 关 ( 通 常 
情况 下 数据 上 的 小 扰动 不 会 引起 这 么 大 谋 差 ;。 这 
样 的 方程 组 称 为 病态 问题 或 坏 条 件 问题 ,病态 问题 
在 线性 代数 的 其 他 计算 中 (如 求 逆 , 特 征 值 ) 也 会 出 
现 , 对 于 病态 问题 , 特别 灾 注 意 计 算 精 度 和 数据 
精度 。 

方程 组 是 病态 程度 的 指标 称 为 条 件数 , 方 阵 的 条 件数 定义 为 
cond(4) = A A 

其 中 ， | 为 矩阵 的 范 数 ,最 常用 的 是 2 范 数 ( 即 4 4 的 特征 值 最 大 值 开 方 , 也 称 为 A 的 
最 大 奇异 值 ) 。 条 件数 越 大 ,说 明 病态 越 严重 。 例 如 ,对 上 述 方程 用 MATLAB 命令 分 析 


如 下 
一 -- 42 一 


[| (S9712,0) 


图 1-3 病 次 方程 组 


》a=[i235; 12 35.000001]; cond(A) 
amg 一 
2, 2817e 十 008 
可 见 及 是 病态 矩阵 。 
4. 补充 习题 
7 对 于 二 10, 15, 16, 分 别 用 不 选 主 元 的 Gauss 消去 法 和 选 主 元 的 Gauss 消去 法 
( 即 MATIAB 除法 ) 解 下 列 线性 方程 组 ,并 用 笔算 分 析 产 生 误差 的 原因 。 
l10*ri 二 x:=1 
TI 十 Xz 二 2 


8 ”Hilbert 矩阵 是 著名 的 病 恋 矩阵 ,nn 阶 Hilhert 盾 阵 定义 为 站 二 (gs), 其 中 aj 二 
1 十 7 一 1), 可 以 用 MATLAB 画 数 hilb(n) 产 生 。 设 A 为 一 12 阶 Hilbert 矩阵 ,计算 
cond(A)、 A AA 一 巨 及 |BA|| A '! | 一 1, 并 分 析 结 果 。 再 用 Symbolic 命令 验算 。 


实验 二 ”购房 贷款 的 利率 
非 线 性 方程 和 迭代 


本 实验 中 我 们 学 习 MATILAB 有 关 非 线性 方程 (组 ) 求 解 的 命令 ,加 深 对 非 线 性 通 教 和 
迁 代 等 问题 的 理解 ,了 解 它们 的 一 些 应 用 。 补 充 知 识 介 绍 了 由 非 线性 选 代 产生 的 混 涉 现象 。 


$2.1 引 例 : 购房 贷款 的 利率 


住房 是 居民 消费 的 一 个 重要 部 分 。 对 于 大 多 数 下 薪 阶 层 来 说 ,用 一 次 性 付款 买 到 称心 
如 意 的 房子 几乎 是 天 方 夜 谭 , 所 以 大 部 分 人 选择 银行 按揭 贷款 ,然后 在 若干 年 内 分 期 还 款 。 
如 果 你 借 了 10 万 ,可 别 指 望 只 还 10 万 ,因为 你 向 银行 借 了 钱 ,必然 要 按 一 定 的 贷款 利率 付 
给 银行 利息 。 房 产 广告 五 花 八 门 ,就 是 没有 人 告诉 你 贷款 利率 。 你 能 计算 出 来 如? 

这 里 是 (新 民 晚 报 并 000 年 3 月 30 日 第 七 版 上 的 一 则 房产 广告 。 不 难 算出 ,你 向 银行 
总 共 异 了 25.2 方 ,30 年 内 共 要 还 51. 696 万 , 约 为 当初 借款 的 两 倍 。 这 个 案例 中 贷款 年 利 
率 是 多 少 呢 ? 


有 人 可 能 会 这 样 计 算 
年 利率 = (51. 696 一 25, 2)/30/25.2 一 3.5% 
但 这 个 结果 是 错误 的 ,因为 你 并 不 是 等 到 30 年 后 一 次 性 还 款 。 
设 为 第 点 个 月 的 从 款 数 ,e 为 月 还 款 数 ,r 为 月 利率 。 我 们 得 到 下 列 兴 代 关 系 式 
Tel 一 tl ra 2.1 
那么 
zx = (nr 一 和 一 (十 rz 一 人 十 站 人 一品 一 人 
一 (1 十 Pere 一 efi 十 (十 门 十 … 十 人 1 十 天] 
一 上 十 站 sz 一 al 十 ?一 1 


根据 a = 二 0.1436, zx, 一 25.2，zau 二 0 得 到 
25.2(01 十 rs9 —0,1436[(1 + ll/r=0 {2, 2) 


这 是 一 个 关于 月 利率 + 的 高 次 代数 方程 。 从 中 解 得 ,年 利率 R 一 127。 


#2.2 数学 理论 复习 ; 非 线性 方程 (组 } 


在 科学 研究 和 工程 设计 中 常常 遇 色 求解 一 非 线 性 方程 的 问题 , 若 方程 是 未 知 量 x 的 多 
项 式 , 称 为 高 次 代数 方程 :车 方程 包含 x 的 超越 函数 , 称 为 超越 方程 。 一 元 非 线 性 方程 的 一 
般 形 式 为 
fry—0 (2.3) 
车 对 于 数 a。 有 f(a) 二 0, 则 称 为 方程 (2.3? 的 解 或 根 , 也 称 为 医 数 (xz) 的 零点 ,方程 的 根 
可 能 是 实数 也 可 能 是 复数 ,相应 地 称 为 实 根 和 复 根 。 如 果 对 于 数 e 有 Fo) 一 0, Fo) 和 0 
则 = 称 为 单 根 ,如 果 有 上 > 汪 1，Fo 一 户 (o 一 一 六 一 0 但 .六 (al 天 0, 称 为 大 重 
根 , 对 于 高 次 代数 方程 ,其 根 的 个 数 与 其 次 数 相同 ,如 4 次 方程 在 复数 范围 内 必 有 4 个 根 ( 包 
括 重 数 ) ,至 于 超越 方程 ,其 解 可 能 是 一 个 或 几 个 甚至 无 穷 多 个 ,也 可 能 无 解 。 
常见 的 求解 问题 有 如 下 两 种 要 求 ,一 种 是 要 求 定 出 在 给 定 范围 内 的 某 个 解 ,而 解 的 粗略 
位 置 事先 从 问题 的 物理 背景 或 应 用 其 他 方法 得 知 , 另 一 种 是 定 出 方程 的 全 部 解 ,或 者 给 定 区 
域内 的 所 有 解 ,而 解 的 个 数 未 知 。 除 少数 特殊 的 方程 可 以 利用 公式 直接 定 出 它 的 零点 (如 4 
次 以 下 代数 方程 ) ,一 般 都 没有 解析 求解 方法 ,只 能 靠 数 值 方法 求 得 近似 解 。 常 见 的 数值 方 
法 有 二 分 法 、 选 代 法 等 。 
n 元 非 线 性 方程 组 的 一 般 形式 为 
frais ra rn) = 0 i=1, mm (2.4) 


韭 线 性 方程 组 的 解 极 少 能 用 解析 法 求 得 。 数 值 方 法 主要 是 综合 运用 线性 方程 组 和 非 线性 方 
程 求解 方法 ,常用 方法 是 Newton 法 , 拟 Newton 法 ,最 优化 方法 等 。 


$2.3 数值 解法 : 图 解法 和 选 代 法 


1. 图 解法 
适用 于 求 一 元 或 二 元 方程 (组 ? 低 精度 解 或 找 选 代 初 值 。 
例 1 解 方程 
sinCr) = 0.1r (2.5) 
解 : 由 于 一 1 所 sintz 这 1, 所 以 | x | 志 10, 作出 
sin(z) 一 0. 1z 在 [一 10, 10] 范 围 内 的 图 {图 2-1), 可 


看 出 根 的 大 致 位 置 。 
» close! fplot('sinfx)y -0.1xx'， [ -10, 10]); 


» grid} Zoom 
可 知 士 8.5, 士 7, 土 3, 0 附近 各 有 一 个 解 。 其 中 命 
令 zoom 使 得 图 象 可 用 鼠标 点 击 放大 ,以 提高 局 部 驱 
察 精度 。 

例 2 用 图 解法 解 方程 组 


图 2-1 图 解法 解 方程 


(2,6) 


Tl -4zs 十 言 对 一 0 


解 ; 本 方程 组 可 先 北 为 一 元 方程 求解 ,也 可 直接 通过 作 二 元 函数 图 隶 解 。 下 面 使 用 后 
一 方法 。 
clear, Close; 
yxia= -1.0.01,.1; x2a= -1:0.01:1 [xl, x2] = meshgrid(xla, x2a)} 
YE= aA* xl -x2+exp(x1)/10—1; g= —xi+4*x2+x1.2/8, 
ycontour(xl1， x2, £, [0, 0]); 旬 上 曲面 与 平面 % = 0 的 交 线 
Yhold on; contour{xl, x2, g. [0 0]); hold off; zoom 
可 见 在 (0, 25， 0.05) 附 近 有 一 个 解 ( 见 图 2-2})。 


| 2， 选 代 法 

08 选 代 法 是 从 预知 的 解 的 初始 近似 值 

0 2o( 简 称 初 值 ? 开 始 ,利用 某 种 选 代 格式 

0.2 Tetl 一 BLL) (2.7) 

由 
—0.2 求 得 一 近似 值 序列 Tl Ta ps Th 
-0 Etis "逐步 带 近 于 所 求 的 解 at 称 为 不 
—0.% 动 点 ) 。 这 一 方法 是 理 成 功 取决 于 3 个 


0 06 08 1 因素 ,首先 x 一 g(x) 应 与 f(x) 一 0 同 
解 。 其 次 初 值 ze 的 选取 是 否 合适 ,一 般 
要 与 真 解 千 近 。 最 后 也 是 最 关键 的 是 选 

代 序 列 是 否 收 敏 。 为 了 保证 收敛 人 性 ,在 真 解 附 近 应 有 


| g(r) {< 1 


否则 选 代 序列 可 能 产生 复杂 的 性 态 ( 见 补充 知识 ) 。 
最 常用 的 选 代 法 是 Newton 迭代 法 ,其 迭代 格式 为 


fr) (2.8) 


TH 一 一 Fx) 


图 22 图 解法 解 方程 组 


从 儿 何 上 说 ran 为 用 了 Cz) 在 zx; 处 切线 代替 fCz}) 求 得 的 解 ,所 以 也 称 为 切线 法 ,当初 值 六 
与 真 解 a 足够 车 近 , Newton 选 代 法 收敛 。 对 于 单 根 ,Newton 法 收 伍 速 度 极 快 :对 于 重 根 ， 
收 和 化 较 惕 。 

情 3 求 下 烈 方程 的 正 根 (要 求 精度 s = 107) 

一 3r 十 持 一 2 C2. 9) 

解 ; 令 f(x) = 二 二 一 37 十 ef 一 2, 当 zx>2, f(z)>0, f(z)>0 部 (zx) 单调 上 升 ， 
所 以 根 在 [9，2]。 我 们 先 用 图 解法 找 初 值 ， 
》 fplot(’x2~ 3*x+ exp(x) 一 2', .0, 2]): grid on; 
可 风土 述 方程 有 了 唯一 一 个 正 根 在 1 附近 。 取 xo 一 1, 适 代 格式 
一 - 36 一 - 


Te 一 3 十 es 一 2 
2T4 一 革 十 et 


(2.10) 


Tl 一 


写 出 下 列 M 脚本 
中 ME 文件 eg2 _3.m 
clear:; e= le—-6; format long; 
x1=1 
Xx0 =xl+2*e; 人 使 while 成 立 
whiletabs(x0 — x1))ey 
x0= Xl; Kl = x0~ (x0"2 — 3* x0 + exp(x0) — 2)/(2* x0 — 3+1exp(x0)) 
end; format 
运行 求 得 > 二 1. 44623868596643。 


$2.4 解 方程 和 方程 组 的 MATLAB 命令 


roots 求 多 项 式 的 根 } fsolve 方程 (组 ) 数 值 求解 3 
fzero 求 一 元 国 数 实 根 ; solve 符号 方程 (组 ) 求 解 。 
1. 多 项 式 的 根 


rootstp) 可 求 得 多 项 式 p 的 所 有 复 根 。 


MATIAB 中 一 个 多 项 式 用 系数 降 暴 排列 向 量 来 表示 。 例 如 ,要 求 多 项 式 x 十 2x7 一 5 
的 恨 , 用 MATLAB 命令 
» rootst[1 20 -5]) 

2， 一 元 函数 零点 
fzero 使 用 二 分 法 和 揪 值 法 求 一 元 郴 数 的 零点 ,要 求 画 数 在 所 求 零点 附近 变 号 。 


fzerof 了 , X, to1) ,返回 函数 的 一 个 零点 ,其 中 下 为 字符 申 表 示 的 函数 或 M 函数 名 。 
X 为 标量 时 ,作为 渴 代 初 秆 ;XX 为 向 量 [a, 站 时 ,返回 函数 下 在 La, 站 中 的 一 个 零点 ,这 
时 要 求 下 在 a, 2 两 点 异 导 。tol 为 精度 5( 缺 省 值 le 一 4)。 


为 解 例 1， 
Yrzerol'sin(x) -0.1*x’', 6) 
ans = 
7.0682 
fzerol'sin(x) - 0.1*x', [2. 61) 
ans 一 
2.8523 
注 ; fzero 只 能 求 堆 点 附近 变 号 的 根 , 侠 者 试用 fzero 求解 tz 一 1)* 二 0, 看 看 发 生 了 什么 ? 
3. 非 线性 方程 组 求解 
fsolve 是 MATLAB 优化 工具 箱 (Optimzation Toolbox) 里 的 函数 ,可 求 非 线 性 方程 或 


多 元 非 线性 方程 组 的 实 根 。 用 法 与 fzero 类 似 。 为 了 求解 例 2, 先 写 一 个 M 函数 eg2 _ 
2fun. m 
WM 函数 eg2 _ 2fun.m 
function y = fun(x) 
¥(1) = 4* x(1) 一 KK2) + exp(x(1))/10-1; 
Yl(2) = — x{t1) + d* x(t2) + x(1) ~ 2/8;, 
然后 用 
»[x, y¥, £1]= fsolye( eg2 _ 2fun’, [0, 0 %x 返回 解 向 而 ,y 返回 误差 向 贡 ,f 汪 0 则 
算法 收敛 
x 一 
0, 2326 0,0565 
或 者 直接 用 
dix, y, 于 = fsolve(’ [4* x(1) — x(2) + exp(xt1))/10— 1, -x(1) +4* x(2) + x(1), ~ 2/8]", 
£0, 的》 
求解 。 
注 ; fsolve 采用 最 小 二 村 优 北 法 ,稳定 性 比 fzero 好 ,但 fsolve 可 能 陷入 局 部 极 小 。 试 用 
fsolve 解 x 十 x 十 ] 二 0, 看 看 发 生 了 件 么 ? 告诉 体 ,不 要 完全 相信 计算 机 ! 对 于 fzero 和 
fsolve 结果 了 最 好 通过 直接 计算 未 数值 验证 一 下 。 
4， 解析 求解 solve 
solve 是 符号 数学 工具 箱 中 一 个 功能 强大 的 解 方程 (组 ?命令 。 可 求 各 种 类 型 方程 (组 ) 
的 解析 解 。 当 找 不 到 解析 解 时 ,solve 会 自动 寻求 一 个 近似 解 , 且 精 度 很 高 ， 例 如 用 
solvel’a* x “2+b*x+c', x’') 
可 得 二 次 多 项 式 求 根 公式 ;用 
ysolve('x* 2— 3*x+exp(tx) - 2', "x') 
可 求解 例 3; 用 
Ex, y= solve('d* x— y+exp(x)/10=1', -x+d*y+x* 2/8=0, xy) 
可 求解 例 2。 注 意 所 得 解 与 fsolve 的 结果 不 同 。 
注 ， 有 的 solve 可 用 于 求 数值 解 ,但 速度 很 慢 , 且 有 很 大 局 限 性 ,我 们 不 提 偶 使 用 。 


$2.5 实验 例题 


俩 4 ( 沉 款 年 利率 ) 考 讶 方程 (2. 2)。 常 识 上 ,r 应 比 当 时 活期 存款 月 利率 栈 商 一 些 . 
我 们 用 活期 存款 月 利率 0. 0198712 作为 选 代 初 值 , 用 fzero 求解 
yr = fzero('25, 2* C1 +x)"360— C(1 + x)-360 — 1)/x* 0.1436', 0.0198/12): 
R=12*7z 
R= 
0.0553 
得 到 年 利率 5. 53 名 。 事 实 上 ,本 案 是 公积金 和 商业 性 组 合 贷款 的 平均 利率 。 
注 : 在 使 用 fzero, fsolve 等 命令 时 ,车 把 函数 直接 写 在 命令 中 ; 自 变量 必须 用 x。 若 用 M 


函 孝 表示 ,就 灵活 得 多 。 许 多 MATLAB 命令 都 下 类 似 的 问题 。 

例 5 〈 控 牛 兽 的 绳子 ) 农 夫 老 李 有 一 个 半径 10m 的 圆 形 牛 栏 ,里 面 长 满 了 草 , 老 李 要 将 
家 里 一 头 牛 挫 在 一 根 栏 桩 上 ,但 只 让 生 吃 到 一 半 革 ,他 想 让 上 大 学 的 儿子 告诉 他 , 控 牛 鼻 的 
绳子 应 为 铬 长 ? 

解 , 这 个 问题 如 图 2-3 所 示 。 设 4 为 栏 社 , 绳 4 长 玉 , 半 径 O04 一 OB = r,68= 
角 CAB ,那么 只 一 2reosg。 扇形 BAC 面积 


Si = 2xR'0/ 2r) = MR: 


冠 形 ADB 面积 


S, = (x — 2D nr/ (2n) — Rr (sing) /2 ? “ 
= (x/2— Or ~ Rr(sing)/2 KN 
那么 万 
GR’ 二 tr 一 28) 产 一 本 (sing) = nr2/2 4 
即 图 2-3 例 5 图 
sin(28) — 28c0s(28) = mA (C2. 11) 


从 方程 (2.11) 解 出 8, 即 可 求 得 尺 。 先 写 M 函数 
%M 匡 数 eg2 _ 5fun. im 
function Y = f(theta) 
y= sin(2* theta) - 2* theta* cos(2* theta) - pi/2; 


再 用 


》theta = fzerot'eg2 _ Sfun', pi/4); R= 20* cos(theta) 
得 R= 11.5873。 


$2.6 实验 习题 


] (多 项 式 方 程 的 根 )4 次 以 下 的 多 项 式 方程 有 公式 解 ,试用 solve 解 下 列 方程 


ax: 十 x 十 1] = 二 0 


ar 十 YY 十 1 一 0 
ar 十 六 十 1 一 0 
az 十 工 十 1 一 0 


再 对 a 二 1 时 ;用 roots 或 solve 求解 。 
2 《〈 超 越 方程 ) 超 越 方程 的 解 有 时 是 很 复杂 的 ,作出 
fir)y = zain(tl/ x) 


在 [一 0.1, 0, 1] 内 的 图 ,可 见 在 x = 0 附近 f(z) 一 0 有 无 穷 多 个 解 ,并 设法 求 出 它 的 解 。 
3 (月 还 款额 ) 作 为 房产 公司 的 代理 人 ,你 要 迅速 准确 回答 客户 各 方面 的 问题 ， 现 在 有 
个 客户 看 中 了 吐 公 司 一 套 建筑 面积 为 120m’ ,单价 5200 元 /ms 的 房子 。 他 计划 首付 30%， 


其 余 70% 用 20 年 按揭 贷款 (贷款 年 利率 5. 58%)。 请 你 提供 下 列 信息 :房屋 总 价格 .首付 款 
一 - 39 一 - 


额 , 月 付 还 款额 。 
4 《线性 迁居 ) 选 代 寺 程 


ah 一 BOL) 
的 收敛 性 主要 条 忻 是 在 根 的 附近 满足 | g (x) [< 1。 从 理论 上 证 明 线 性 选 代 
Ti = ari 1 


只 有 两 种 极限 形态 ;不 动 点 或 无 穷 大 。 分 别 就 2 二 0.9, 一 0.9, 1.1, 一 1.1( 取 二 1, 进 代 20 
步 ) 用 图 形 显 永 迭代 过 程 的 不 同 表现 (提示 :用 subplot 将 4 个 子 图 放 在 一 个 图 形 窗 口 比较 ) 。 
5 《 蓄 截 法 )Newton 选 化 活 是 一 种 速度 很 快 的 选 代 方 法 ,但 是 它 需 要 预先 求 得 导 困 
数 。 车 用 莽 商 代替 导数 ,可 得 下 列 菠 截 法 
TE El 
ja) 


0 

这 一 迭代 法 需要 两 个 初 值 x。，z ,编写 一 个 通用 的 弦 截 法 计算 机 程序 并 用 以 解 例 3。 

6 (靖国 的 交点 ?两 个 顶 圆 可 能 具有 0 一 4 个 交点 , 求 下 列 两 个 精 圆 的 所 有 交点 坐标 

(zr—2)?++(y—3+27) 二 6 
2(z 一 3) 十 (y/3)* 二 4 

7 (化 学 反应 平衡 } 一 等 上 克 分 子 数 一 氧 化 磺 tCO}) 和 氢气 (0O;) 的 混合 物 在 300K 和 

5har (lbar 一 105Pa) 于 力 下 达到 平衡 ,理论 反应 方程 式 为 
CO 0. 50; -> COs 


实际 反应 方程 式 为 
[和 
翘 余 CO 比值 x 满足 化 学 平衡 方程 式 
《1 一 工 )w10,.52 十 工 
民 一 一 一 一 一 一 一 一 ,0 1 
“ rvitzrxvp < 


这 里 KK, = 一 3.06， 志 一 5bar, 求 x， 
$2,7 补充 知识 : 认识 混沌 


线性 选 代 要 么 收 敏 于 它 的 不 动 点 ,要 人 么 趋 于 无 穷 大 (见习 题 4) ;而 不 收 敏 的 非 线性 选 代 
可 能 会 趋 于 无 穷 大 ,也 可 能 趋 于 一 个 周期 解 ,但 也 有 可 能 在 一 个 有 限 区 域内 杂乱 无 章 地 游 
萝 , 这 类 由 确定 性 运动 导致 的 貌似 随机 的 现象 称 为 混沌 现象。 下 面 我 们 就 Logistic 近代 来 


研究 这 一 现象 。 
I. 是 虫 数 量 的 Logistic 模型 


XHi = Aartl Oo Xi) 0 过 a (2, 12) 


zi 表示 第 & 代 屁 贝 数量 (1 表示 理想 资源 环境 最 大 可 能 昆虫 数量 ) 。(2, 12) 式 反映 了 下 一 代 
对 上 一 代 的 既 依 赖 又 竞争 的 关系 。 当 上 一 代 很 少 , 沉 殖 能 力 不 够 ,从 而 后 代 很 少 ; 当 上 一 代 


一 一 4 一 


很 多 ,会 吃 掉 很 多 食物 ,后 代 难 以 存活 ,从 而 后 代 也 很 少 。a 为 资源 系数 ,0 委 a 委 4 保证 了 
在 区 间 (0，17 上 封闭 。 

2, 平衡 与 稳定 

称 & 为 映射 gtz) 的 平衡 解 或 不 动 点 , 若 g(a) 二 a。 对 于 (2.12) 式 ， (Xx) 二 ar(l 一 Xx)。 
解 方程 

二 ar(l—e x) 

得 (2. 12) 式 两 个 不 动 点 0 和 1 一 1/a。 若 初始 值 恰好 为 不 动 点 , 选 代 (2. 12)? 药 值 永 不 会 改变 。 
如 果 对 于 zo 不 动 点 附近 的 初始 值 mm ,(2. 12) 式 收 合 于 此 不 动 点 ,我 们 就 称 这 一 不 动 点 是 稳 
定 的 。 

当 0 才 a 之 1, 在 [0, 1 内 只 有 一 个 不 动 点 0, 且 由 18g'(0) | 二 a 之 1, 可 知 它 是 稳定 的 。 
说 明 蛮 源 省 乏 时 ,昆虫 趋 于 消亡 。 

当 e > 1, 不 动 点 0 不 再 稳定 ,而 由 | g'(1 一 1/a) | 王 | 2 一 a | 之 1 可知 1<a<3 时 不 
动 点 1 一 a! 稳定 ,说 明 赛 源 适 当时 ,昆虫 稳定 于 一 定数 量 。 

3. 周期 解 .分 叉 和 混 证 

称 e 为 映射 gCz) 的 周期 六 点 ,车 g+ (a) 一 w， 而 对 任意 7 < 中 (a) 不 等 于 e( 这 里 中 
表示 名 药 ; 次 复合 )。 并 称 a， 区 Ke *, st life? 为 周期 轨道 。 

让 我 们 来 求 (2. 12) 式 的 周期 ?2 轨道 ， 
Ysolve('x— a*a*x* (1 —x)* (la*x' (1—x))=0") 
ans 二 
[ 0] 
[ (一 1 十 aya] 
[(1/2*a+1/2+1/2* (a* 2—2*a—3)"(1/2))/a] 
[(1/2*ar1/2—1/2* (a* 2—2*a—3)"(1/2))/a] 
可 见 当 避 一 24 一 3 沁 0, 即 a > 3, 出 现 两 个 周期 2 解 , 可 以 证 明 3<z < 1 二 VS 时 半期 2 轴 
道 稳 定 (习题 8) 迭代 开始 发 生 所 谓 倍 周期 分 谷 , 从 周期 2, 周 期 4,…，, 周 期 2 ，… 直 到 a. 
二 3. 569945672…。 说明 e 在 [3，a- ] 取 值 时 ,昆虫 数量 呈现 规律 性 振 划 。 当 a > a.， 
(2. 12? 式 药 和 迭代 序列 几乎 杂乱 无 章 , 即 所 谓 温 速 。 我 们 和 通过 下 列 例子 形象 地 显示 上 述 现象 。 

例 6 (分 又 用 ) 对 于 a 在 [0, 4 的 不 同 值 , 画 出 Logistic 选 代 的 极限 形态 图 。 

下 列 MM 文件 eg2 _6.m 对 于 每 一 个 a 值 ,随机 产生 一 个 初始 值 。 文 件 显示 了 前 20 步 先 
代 药 变化 。 最 后 用 第 180 一 200 步 迁 代 值 表示 极限 形态 , 见 医 2-4。 


a 


图 2-4 混沌 分 灵图 


WM 胸 本 eg2 6.m 
clear; closes: a=0,0,01,4; 
N= length(a); 及 = 200; x= zeros(K, M); x(1, ;) = rand{1, M); 
for m= 1:M, for k=1,K—1 
x(k+1, m=atm) "x(k, m)* (1 — xtk, m}); 
end, end 
for k=1:20, 
Plot{a, x(k, 1:), '.'); title(['k=’', int2str(k)]); pause(2); 
end; 
plot(a, x(180:K, :), '.'); xlabel('a’); ylabel(’'x’); hold off; 

4. 混沌 的 特征 

混沌 是 由 确定 性 系统 产生 的 貌似 随机 的 现象 。 一 般 认为 ,混沌 有 下 列 几 个 主要 特征 

(站 初 值 获 感性 ; 两 个 任意 近 的 点 出 发 的 两 条 轨迹 久 早 会 分 得 很 开 ， 

(ii) 遍历 性 : 任意 点 出 发 的 轨迹 总 会 进入 [0，1] 内 任意 小 的 开 区 间 。 

例 ? 《 初 值 元 感性) 下 列 M 文件 eg2 _ 7, m 验证 了 Logistic 选民 序列 的 初 值 敏感 性 ， 
对 于 舍得 很 近 的 两 个 初 值 (相差 仅 1e 一 4) ,我 们 画 出 了 两 个 序列 50 步 内 的 误差 图 (图 2-5)， 
可 见 10 些 以 后 ,差异 增 大 ,有 时 甚至 接近 1。 

好 M 牌 本 eg2 7. 
clear; Close; a= 4; e= Te 一 4 
X= Zeros(50, 2); x{1, :) =[0.4，0.4+eji 
for i=2.50 
xli, 3) =a*x(i—l, :1:),* (1—-x(i-1, :)); 
end 


Y= x(t: 1)— x(;, 2); plot(y) 


0 20 30 0 50 
图 2-5 初 值 教 感性 
例 8 (蛛网 图 ) 我 们 用 蛛网 图 来 显示 混沌 的 遍历 性 。 将 (2. 12) 式 改写 为 平面 迭代 
Ye = ari(l — zi) 


TH Ys 


蛛 岗 图 正好 显示 选 代 计算 0 Jos Tls Ys … 的 一 系列 变化 过 程 。 下 列 和 函数 eg2 二 8.m 
是 一 个 通用 的 Logistic 蛛网 图 函数 。 作 出 系数 为 a, 初 值 为 xz。 ;从 第 m 步 到 第 nn 步 的 送 代 
过 程 。 
铬 M 甫 教 eg2 _8.m 
function f=eg2 8B(a, x0, n, n) 
X=00.0111; y=a"x,* (1—x), 
Plot(xy x, ‘I’', Xx, ys FY): hold ons 
Ciear x; ¥; 
Xt1) = x0; 
¥(1) =a* x(1)* (1 — xC1)), 
x(2) = yt1): 
if m{2, plot([x(1), x(1), xC2)], LO, y(1), y(1)]): end 
for i=2,n 
CH) =a* xCi)* (1 — x(i))y 
xCi+1) = yi): 
证 iYn, plot([x(i), xCi), xCi+1)], [yi—1), yti), y(i)]}} end 
end 
hold off;, 
在 命令 窗口 执行 
》subplot(2, 2, 1); eg2 _ 8(2,7, 0.1;1,100); 。 %% 收 襄 适 代 
subplot(2, 2, 2); eg2 _8(3,4, 0.1, 50, 500); 5% 阅 期 2 
subplot(2, 2, 3)} eg2 _ 68(3.5, 0.1, 50, 500); %% 阔 期 4 
»subplott2, 2, 4); eg2 8(4, 0.1, 50, 500);  %% 视 汪 


图 2-6 蛛网 图 
(a) 收复 !《b) 周期 2; Ce) 周期 4; 《9) 混沌 


可 见 混 鲈 选 代 对 于 初 值 为 0. 1, 胃 和 迹 静 历 了 [0，1j 区 间 ( 图 2-6) 。 


5. 补充 习题 
8 证明, 当月 仅 当 3 二 4 <1 十 v6， Logistic 映射 的 周期 2 轨道 是 稳定 的 。 
9 作出 习题 4 的 蛛网 图 。 
10 ”用 数值 方法 分 析 何 时 出 现 周 期 4 轨道 ,又 于 何 时 朱 稳 ?9 然后 再 用 理论 分 析 求 解 。 
比较 缚 果 ， 
11 《Henon 用 引子 ?混沌 和 分 形 的 著名 例子 , 选 代 模 型 为 
El 一 十 其 一 1. 和 4 
HL 一 站, 3 


取 乾 值 EE 0., Yn D0, 进行 3000 次 选 代 ,对 于 中 > 1000， 在 (Cx;， 如 ) 处 亮 一 点 :注意 不 要 
连 线 ? 可 得 所 谓 Henon 引力 识 图 ， 


一 -一 


实验 三 ”最 佳 订 货 量 极限 .导数 和 极 值 


本 实验 中 我 们 学 习 MATLAB 有 关 极 有限、 级 数 、 时 数 和 视 情 等 命令 ,加 深 对 微分 学 一 些 
基本 报 念 及 理论 的 理解 ,讨论 最 佳 定货 量 和 报 行 复 利 等 应 用 问题 。 补 充 知 识 介 绍 了 数值 计 
算法 求解 数学 问题 的 局 限 性 和 最 优 尼 求解 的 黄金 分 类 法 ， 


$3,1 引 例 : 最 佳 订 货 量 问题 


汽车 工厂 为 了 保证 生产 的 正常 运作 ,配件 供应 一 定 要 有 保障 。 这 些 配 件 并 不 是 在 市 场 
上 随时 可 以 丑 到 的 ,所 以 往往 要 预先 从 配件 供应 商 那 里 订货 。 由 于 配件 供应 商 并 不 是 生产 、 
单一 产品 ,为 你 的 订货 必须 要 在 流水 线 上 作出 调整 ,所 以 每 次 订货 需要 收取 一 定量 的 生产 准 
备 费 。 配 件 供应 商 的 生产 能 力 很 大 ,开工 后 很 快 可 以 生产 许多 配件 ,但 是 你 的 汽车 工厂 并 不 
是 立即 需要 这 人 么 多 ,往往 要 在 仓库 里 情 存 一 段 时 间 , 为 此 你 要 付出 储存 费 ， 如果 订 货 量 很 
小 ,必然 需要 频繁 定货 ,造成 生产 准备 费 的 增加 ;友之 , 若 订 货 量 很 大 ,定货 周期 必然 延长 , 生 
产 淮 备 费 下 隆 , 但 这 样 会 造成 情 存 费 的 增加 。 如 何 确 定 合 适 的 订货 量 ? 

实践 中 ,这 是 一 个 相当 复杂 的 问题 ,因为 在 多 方面 会 受到 市 场 波动 的 影响 。 我 们 先 作 一 
些 必要 的 假设 将 问题 简化 。 

(1) 汽车 工厂 对 配件 的 日 需求 量 是 恒定 的 ,每 日 为 + 件 ; 

(2) 所 订 配 件 按时 一 次 性 交 货 ,生产 淮 备 费 每 次 上 & 元 ; 

(3) 人 册 存 费 按 当日 实际 储存 量 计算 ,储存 费 每 日 每 件 名 元 ; 

(4) 你 的 工厂 不 允许 缺 货 。 

设 一 次 订货 x 件 ,由 于 工厂 不 允许 峡 货 ,而 为 了 节省 储存 费 , 交 货 日 期 应 定 为 恰好 用 完 


时 ,所 以 订货 周期 
T= z/r (3, 1) 


由 于 日 需求 量 是 便 定 的 ,可 以 计算 出 第 上 天 的 储存 量 为 


00 一 zzm0c<i<T (3, 2) 
由 于 第 上 天 的 储存 费 为 上 ab， 一 个 周期 的 总 储存 费 
hh Da ~ kl gcdt (3.3) 


根据 (3. 1) 式 ,3.2) 式 和 (3.3) 式 ,得 到 一 个 周期 总 费用 


2 
CCz) 一 二 十 很 天 


优化 目标 是 使 单位 产品 费用 


Hn Tt 
， 达 到 最 小 , 由 PCz) 一 0 即 
一 生 十 于 一 0 
可 解 得 = = az， 这 就 是 著名 的 经 济 批量 订货 公 趟 ， 
3.2 数学 理论 复习 : 微分 学 
1 极限 和 连续 


极限 是 高 等 数学 最 基本 的 概念 , 它 带 来 了 很 多 深刻 的 结果 
数列 极限 :如 果 对 于 Ye > 0, 存在 正 整数 六 ,使 当 ? > 六 时 有 


| x a |<e 《3. 4) 


则 称 a 为 数列 xz, 的 极限 ,或 称 zx; 收 货 于 a。 记 为 Jimz 一 2 或 ro 一 ca。 直观 上 表示 :nm 趋 无 
穷 大 时 ,z. 无 限 接 近 a。 

尔 数 极限 ;如 果 当 一 x 时 有 (Cz) 一 点, 则 称 妨 为 抽 数 fT) 当 民 一 zo 时 的 极限 。 记 
为 lim f(x) 二 A, 车 仅 当 x 一 zo 且 x 汶 zo (或 x 之 xo J) 时 有 六 7 一 入, 则 称 和 六 为 f(z) 当 


x 一 zo 时 的 右 极限 (或 左 极限 ), 记 为 f(x 十 0)( 或 fz 一 0)。 当 f(z 十 0) = f(xo 一 0)， 
Xz)( 当 xz 一 xo 时 ) 的 极限 存在 且 等 于 这 个 值 。 

连续 :车 f(zo 十 0) 二 了 (zo) (或 /zo 一 0 二 fz0)), 则 .所 x) 在 zo 有 连续 (或 左 连 续 )，。 
若 f(z) 在 xo 天 连续 生 左 连续 , 则 称 f(z) 在 x。 连续。 若 A(z) 在 区 间 Ca, 5) 内 每 一 点 都 连 
续 , 则 称 fx) 在 开 这 间 ta, 5) 连 续 。 进 一 步 , 若 A(x) 还 在 a 右 连 续 而 4 左 连 绫 , 则 称 f(x) 
在 财 区 间 [a, 四 连续。 连续 条 数 在 闭 区 和 间 上 必然 能 达到 最 大 值 和 景 小 值 , 且 可 取得 最 大 值 
和 最 小 值 间 的 任意 值 。 

2. 微分 与 导数 

设 z 与 y 是 相关 联 的 两 个 变量 ,用 范 数 表示 为 y = 二 A(z)。 对 于 工 的 一 个 小 增 量 Ax = 
+ 一 zo《 称 为 整 分 ) ,引起 的 一 个 小 增 量 Ay = f(x) 一 所 zj 车 


AYy = AAr T+ otAr) {3.5) 


其 中 六 是 不 依赖 Ax 的 常数 ,而 ocAz) 是 Az 的 高 阶 无 穷 小 量 ( 即 o(Az)/az 一 0)， 那么 称 


玉 z) 在 To 可 微 ,并 记 为 
dy = Adx <3.6) 


其 中 dz， dy 分 别称 为 z 和 的 微分 。 
函数 /A(x) 在 点 xz 二 zo 的 导数 定义 为 


fm th (3.7) 


Flro) = lim 
BD 


它 肥 晓 了 在 xo 点 附近 函数 x) 的 变化 率 。 当 (mn) > 0,， 函数 在 zm 点 附近 是 上 升 的 , 反 
之 三 (ro) < 之 0, 函数 在 zo 点 附近 是 下 降 的 ,而 当 (my = 0, 往往 {但 不 一 定 ) 标 志 函 数 在 
zo 点 达到 局 部 极 大 或 局 部 极 小 。 函 数 在 z。 点 达到 局 部 极 大 (或 局 部 极 小 ) 的 充分 条 件 是 
fx) ==0 且 六 (zo) < 到 0( 或 Fo 0。 从 几何 意义 上 说 , 产 (zo) 是 函数 在 点 za 切线 的 


斜率 。 显然 有 广 (z) 一 入 ,可见 导数 是 散 分 的 商 ,所 以 也 称 微 商 ， 


Taylor 公式 是 微分 学 非常 重要 的 一 个 结论 。 当 灵 z) 在 含有 ze 某 个 开 区 疗 内 具有 直到 
A 十 1 阶 的 导数 ,那么 当 工 EE (ay 人 有 


fry = fxr) fF (Cro) xr— 十 二 Se (zx— xz) 十 
ny q+) 
FE (3.8) 


其 中 上 是 r。 与 工 之 间 某 个 值 。Taylor 公式 表 表 一 个 可 微 性 很 好 的 鲨 数 可 局 部 地 用 多 项 式 
函数 近似 地 代 蓉 ， 
特别 地 , 当 n == 0 得 微分 中 值 定理 
Fry— fr) 一 产 (的 (一 20) 《3.9) 


它 表明 在 zx 与 ro 之 间 存 在 一 点 品 使 产 (自从 为 rz) 从 国 到 上 的 平均 变化 率 , 但 中 值 定理 
不 能 给 出 的 确切 位 置 。 当 x 离 ze 不 远 , 旦 产 (z) 在 ze 附近 连续 ,有 


fr) a fm) + fF Cro) (rx xo) (3, 10) 


它 表明 任意 光滑 函数 可 局 部 线性 化 ,常用 于 非 线 性 充 数 的 近似 分 析 和 计算 。 
3、 多 元 函数 微分 学 
极限 ,连续 ,微分 .导数 等 概念 容易 推广 到 多 元 函数 。 设 二 元 函数 fz， yy) 在 点 (zo， 和 ) 
附近 有 定义 ; 当 Cz， 小 以 任何 方式 趋向 于 (zo， yo6) 时 ,f(z，y) 趋 向 于 一 个 确定 的 常数 A,. 则 
称 及 为 f(z y) 当 Tr yy > yo 时 的 二 重 极限 , 记 为 
limflx, y)= A (3. 11) 


Tp 


车 lim f(x, Y) 一 Cr yo)， 称 zx， y) 在 (xo， 3 加) 点 连续 。 二 元 函数 f(x, 轨 在 点 (Cn， 


2 


w) 的 关于 变量 x 和 的 偏 导 数 分 别 定义 为 
flxo 十 和 Ar， yo} — fxr, Yo) 


fzor Ya) = lim 
《3. 12》 
(ay Yo) = lim 六 + A /a yo) 
af ,f ， 
分 别 记 为 区 Er 。 二 元 函数 在 Czo， yo}) 央 近 变 化 的 性 态 主 要 上 由 3z|,， 
艺 着 ,它们 全 和 为 朗 , 记 为 ¥ = (2 艺 )。 fz 由 在 Ca ， wy 取得 局 部 
Vim: 站 


一 47 一 


极 大 或 极 小 的 必要 条 件 ( 但 非 充 分 条 件 ) 是 


好 | wy 一 小 (3. 


充分 条 件 是 (3. 13) 式 且 下 列 Hesse 矩阵 负 定 (局 部 要 大 ?或 正定 (局 部 极 小 ) 


of af 

dz: dray 

or Ff 
drady ay’ 


二 元 函数 也 有 类 似 的 Taylor 公式 。 特 别 地 有 ,在 Cx。， wo) 附近 


ma 


Flr YI) a fros yo Fro yr— xo) tf ros yo Cy— yo) (3. 


它 将 二 元 函数 在 tx， yo} 附近 局 部 线 竹 化 。 
833,3 数值 微分 


由 导数 的 定义 ,车 所 xz) 在 x 二 a 可 导 , 设 hh 沁 0 且 足够 小 ,由 (3.7) 式 的 右 极限 得 


f(a) a 人 《3， 
由 (3, 7) 式 的 左 极限 得 
fla) ~ fe (3, 
分 别称 为 向 前 差 商 和 向 后 差 商 。 事 实 上 ,对 于 连续 函数 ,两 式 正好 求 得 右 导 数 和 左 导数 。 
式 平均 得 
f(a) ov Lat He 3, 


称 为 中 心 差 商 。 中 心 差 商 精 度 较 高 。 
高 阶 导数 也 可 用 差 商 法 求 得 ,例如 3 点 二 阶 导 数 公式 为 


Po et tLe (3. 


$3,4 求 极限 .导数 和 极 值 的 MATLAB 命令 


limit 符号 命令 求 极限 : taylor 符号 Taylor 展开 ， 
symsum 符号 级 数 求 和 ; polyder 多 项 式 求 导 ; 
diff 数值 差分 或 符号 求 导 ; fmin 一 元 函数 极 慎 ; 
gradient ”数值 梯度 ; fmins 密 元 函数 极 值 。 

1. 数值 求 导 


13) 


dx=diff(x) 返 问 向量 x 的 差分 ; 

Fx = gradient(F, x) 返回 向 量 F 表示 的 一 元 函数 沿 x 方 向 的 数值 梯度 ( 即 导 函 数 
F(z)) ,其 中 ,x 是 与 F 同 维 数 的 向 量 ; 

[Fx, Fy] = gradient(F, x Y) 返回 短 隆 下 表示 的 二 元 函数 的 数值 梯度 (应 ,FF,), 当 


F 为 m Xn 和 矩阵 时 ,x、y 分 别 为 a 维和 wm 维 的 向 量 。 
L_ 


用 MATLAB 数值 求 导 最 经 济 的 方法 是 将 其 处 理 成 差分 的 商 。 例 如 
Yelear; x= [1 1.1 1.2 1.3] 7y=r“33 
Ddy = diff ty). /diff(x) 
dy= 
3.3100 3.9700 4,6900 
求 得 y CD, y'Q.1) 和 yy (1.2) 的 近似 值 (向 前 差 商 )。 若 用 梯度 求解 
ydy = gradient (ty, x) 
dy 二 
3.3100 3.6400 4.3300 4.6900 
求 得 (0D，y'(1.1)，y 《122 和 y(1.3) 的 近似 值 。 准 确 解 
»3* Xx, “2 
ans 一 
3.0000 3.6300 4.3200 5,0700 
gradient 使 用 中 心 差 商 ,从 而 误差 较 小 。 
2. 函数 极 值 


x=fmin('fun', a, b) 求 一 元 函数 》 = f(z) 在 [a, 的 内 的 局 部 极 小 值 点 。 这 里 fun 
可 直接 用 字符 囊 表示 ,也 可 以 是 M 函数 和 名。 采用 黄金 分 割 法 和 抛物 线 插值 法 . 

x= fmins( fun ，x0) 求 多 元 函数 y = f(x) 在 xz 出 发 的 局 部 极 小 值 点 ,这 里 x，x6 
均 为 向 量 。 采 用 Nelder-Meade 单纯 形 搜索 法 。 


谢 1 求 二 元 函数 f(x, y) = 5 一 z+ 一 y' 十 4zy 在 原点 附近 的 极 大 值 。 
解 ; 问题 等 价 于 求 一 记 x，y) 的 极 小 值 。 
yfun = KC FxC2) 4 Ar x1)* x(2) 5; 
yx= fmins(fun, [0, 0]), f= -~ evalifun) % evalt fun) 执 行 字 符 串 fun 表达 的 运算 


二 


1.0000 1.0000 听 极 大 和 导 点 
1 二 
7. 0000 % 极 大 值 


注 : 在 使用 fmins 等 命令 时 ,车 把 囊 数 直接 号 在 算式 中 ,， 自 变量 必须 用 x(1),， x(2),…。 


3. 解析 运算 
limit, synsum, diff, tayior 都 是 符号 运算 命令 。 


linit(s, x, a) 返回 符号 表达 式 s 当 x 一 & 时 的 极限 。 

symsum(s, n, a; b) 返回 符 导 表达 式 s 表 示 的 通 项 当 自 变量 nm 由 a 到 5 的 和 。 
diffts, xy n) 返回 符号 表达 式 s 对 xx 的 n 阶 导数 。 

taylorts, n, a) 返回 符 导 表达 式 s 在 a 点 Taylor 展开 到 mn 次 式 。 


例如 ， 
Deyns x+ taylortsintx), 6, 0) 
ans 一 
x—1/6*x”* 3 十 17120*x>5 
例 2 计算 lim (1 + 主 )， 之 (一 1 三 ， slsin(zy)] 
Psyms n x ys 
plimit(t(l1 + x/n} “~ n, n, inf) 
ans 一 
eXDCXy》 
»synsumt( - 1) “nx nn, ny 1, inf) 
aAnsO— 
—logtl++x) 
difftsin(x* 7) x, 2) 
ans 一 


一 Sintx*y)”y 2 
和 3.5 实验 例题 


例 3 〔〈 不 同期 限 的 在 寺 利 地 ) 若 银行 一 年 定期 年 利率 为 ”>, 那 么 情 户 存 1 万 元 钱 ,一 年 
到 期 后 结算 额 为 1 十 + 万 元 ; 若 三 月 定期 年 利率 也 为 r, 和 拇 三 月 结算 一 次 ,由 于 复 利 ,储户 存 
万 元 钱 一 年 后 可 得 (1 十 r/4)! 万 元 ,显然 

Ci 十 rr/4)* 十 和 

这 是 由 于 多 次 结算 增加 了 复 利 。 进 一 步 , 每 月 结算 一 次 ,总 结算 额 为 (1 十 r/12)* 万 元 ,每 天 
结算 一 次 ,总 结算 额 为 (1 十 r/365)25 万 元 。 结 算 越 频繁 , 获 利 赵 大 。 现 在 我 们 已 进入 了 电 
子 商 务 时 代 ,允许 储户 随时 存款 或 取款 ,如 果 一 个 储户 连续 不 断 存 款 取 款 , 结 算 频 率 趋 于 无 
穷 大 ,这 意味 银行 要 不 断 地 向 顾客 付 利息 , 称 为 连续 复 利 。 连续 复 利 会 造成 总 结算 额 无 恨 增 
大 吗 ? 如果 活期 存款 年 利率 为 1.98 鸣 ,那么 一 年 .三 年 十 年 定期 存款 的 年 利率 应 定 为 多 少 
才 是 等 价 的 ? 

解 ; 一 般 地 , 设 若 结 算 频 率 为 n, 年 利率 为 x, 第 上 次 结算 额 为 as; 那 么 得 到 下 列 差 分 
方程 

a = (1 x/nar: an 一 1】 

则 一 年 总 结算 额 为 a。 二 (1 十 x/n)", 由 于 
和 一 


lim(l+ zx/n)" = er 


可 见 总 结算 额 有 一 个 上 上 限 e*。 在 这 个 例子 中 ,尽管 # oo 极限 过 程 仅 是 理论 上 的 ,但 其 结 
果 比 一 个 具体 的 = 更 重要 。 它 表明 壮 是 够 大 时 ,结果 将 稳定 于 这 个 值 。 事 实 上 ,m 一 365 
时 ,总 结算 额 已 与 e* 相当 接近 ， 
我 们 把 活期 存款 利率 作为 连续 复 利 率 rm = 1, 98%。 设 一 年 定期 利率 为 +; 那 么 应 有 
l+r= en 


从 而 r= e" 一 1 二 2%。 同 理 三 年 定期 利率 7 = (em 一 1)/3 一 2,04%， 十 年 定期 利率 -一 
(em 一 1)/10 = 2.19%, 银行 实际 定期 年 利率 变更 高 ,以 鼓励 长 期 趣 教 。 
例 4 ( 导 函 数 .单调 性 和 极 值 点 ) 导 函数 的 值 能 反映 函数 的 变化 。 当 (xo) >> 0, 六 数 
在 zs 点 附近 是 上 升 的 ;反之 《xo) 之 0, 函数 在 zx。 点 附近 是 下 降 的 ,而 当 (zo) 二 0, 往 
往 ( 但 不 一 定 ) 标 志 函 数 在 z。 点 达到 局 部 极 大 或 局 部 极 小 。 下 面 我 们 通过 图 象 来 认识 。 
考虑 函数 f(r) = zicos(z? 十 3x 一 4) 在 [一 2，2] 内 的 图 象 ， 
fun = 'x* Xx Cosfx* x+3*x—- 4)'; fplot(fun, [~ 2, 21); grid; 
可 以 明显 看 到 ftx) 在 0.5 和 1.5 附 近 各 有 一 个 局 部 极 小 值 点 ,在 1 附近 有 一 个 局 部 极 大 值 
点 ,在 [ -0.5, 0.5] 有 一 个 不 明朗 地 带 。 
现在 我 们 来 看 导 画 数 。 
» dfun = diff(fun) 
ans 一 
2 xr cos(xz2 十 34X 一 全 一 2 singx2 十 3 x—4)" (2° X 十 3)》 
让 我 们 作出 导 函 数 图 象 , 并 与 /(x) 图 象 番 在 一 起 (图 3-1) 。 
》dfun = char(tdfun); 
$hold on; fplot(dfun, [—2, 2], 'r'); hold off; 
通过 图 3-1, 可 以 直观 看 到 (x) 与 f(x) 的 关系 。 进一步 我 们 考 虚 区 间 [ 一 0. 5, 0. 5]。 
dfplot(dfun, [ -0.5, 0.5], ‘x'); gridi 


PPP 


一 15 


—2 -3 = = 而 1 1 2 
图 3-1 备 数 的 单调 性 和 导 丁 数 图 3-2 极 值 点 的 发 现 
可 以 明显 看 见 , 在 一 0. 2 和 0 附近 Cz) 还 有 两 个 零点 ,上 且 从 疡 (z) 的 变化 知道 前 者 为 jz) 


极 小 信和 点 ,后 者 为 Az) 极 大 值 点 {图 3-2)。 
ou si Ep 


怎样 算出 极 值 点 确切 位 置 昵 ? 当然 可 用 fmin 或 fmins。 
» tmins(fun, 0.5) 
得 到 一 个 极 小 值 点 为 0, 4798。 
3 nfun= -x x*cog(x* x+ 3*¢— 4)'; fmins(nfun, 1.5) 
得 到 极 大 值 点 为 1, 0689, 另 一 方法 是 通过 计算 了 (zx) 的 零点 得 到 。 
»fzerotdfun, 0.5), fzerotdfun, 1) 
读者 可 自己 求 出 其 他 三 个 极 值 点 的 位 置 ， 
例 5 (发 现 中 值 定理 ) 对 于 函数 f(z) 
二 工 十 costx), 在 [0, x/2] 上 验证 微分 中 
值 定理 
解 ; 根据 微分 中 值 定理 ,在 [0, mn/2] 存 


13 | 在 使 


1.7 
1.6 


12 for/2) — F000) = fF Or/2 —0) 
ti | Fx) = 0 
1 -可 一 ! 语 几何 上 , 必 有 一 点 的 切线 与 两 端点 的 连 线 


平行 。 我 们 先 作 图 目测 一 下 二 的 位 置 , 看 
得 出 在 0. 75 左右 (图 3-3) 。 

》 closei fplot(’x+ cos(x)', [0, pi/2]); hold on; 

》plot([0. pi/2], [1; pi/2]，'r); 听 目 测 一 下 二 的 位 置 

由 广 (z) = 一 1 一 sinr, 用 下 列 命 令 求 准确 位 置 

» ksai = fzerof'T - sintx) - (pi/2— 1)/pi* 2', 0.75) 


图 33 微分 中 值 定理 


ksai= 


0.68901 
#3.6 实验 习题 


1 下 列 图 3-4 中 各 有 两 条 曲线 , 扒 认 哪 条 是 f(zx), 哪 条 是 F(z)? 为 什么 ? 


2 【单调 性 ) 考 虑 函数 


fx} = 3xisin(r), — 2 rT? 


(1) 作出 图 形 ,并 说 出 大 致 单调 区 间 ; 
(2) 使 用 diff 求 F(x) ,并 求 zx) 确切 的 单调 区 间 。 
3 (光滑 性 } 对 于 


2 站 2 ， 
Fa 一 全， 全 co 一 >0 


TIT， 工 世 0 


(1) 作 加 观察 它们 是 香 连 续 , 是 理光 滑 ? 

(2) 求 它们 在 xz = 0 的 左 导 数 和 右 导 数 。 

4 编制 一 个 求 二 元 函数 偏 导数 的 M 函数 。 

5 《最 优化 ) 对 于 下 列 函 数 完成 下 列 工作 ,并 写 出 总 结 报告 ,评论 骸 值 与 导数 的 关系 。 

(i) 作出 图 形 , 观 察 所 有 的 局 部 极 大 、 局 部 极 小 和 全 局 最 大 .全 局 最 小 值 点 的 粗 路 位 置 : 

(ii) 求 (xz) 所 有 零点 ( 即 fx) 的 驻 点 )， 

(iii) 求 出 驻 点 处 A(x) 的 二 阶 导 数值 ; 

(tiv) 用 fmin 求 各 极 值 点 的 确切 位 置 : 

(v) 局 部 极 值 点 与 (x), 产 (z) 有 何 关系 ? 

(1) f(z) = isin( 卫 一 工 一 2 ， 工 区 [一 2，2j 

(2) zy 一 328 一 20c 十 10, 并 后 [一 3，3] 

(Fr 一 | 到 一 理 一 了 一 zeElLo，3] 

6 (通道 中 的 细 杆 ) 要 运送 一 根 网 杆子 通过 由 宽 5m 和 宽 
i0m 的 通道 垂直 交叉 品 , 在 运送 过 程 中 必须 保持 杆子 是 水 平 的 
(如 图 3-5) , 间 这 根 细 杆 至 多 可 有 多 长 ? 又 通道 为 圆柱 形 的 且 
细 杆 不 必 保 持 水 平 , 细 杆 至 多 可 有 多 长 ? 

7 (Taylor 展开 ) 求 下 列 函 数 的 Taylor 展开 式 (n = 8) 


exptx), In(l 二 rx), sintx), tgtr) 10m 


8 考 直 函数 图 3.5 习题 6 图 
fry y) = yi/9+3riyt+ or 十 六 十 Ty 十 9 

(1) 作出 fz 在 一 2 之 T 之 1 一 ?之 yy 之 1 的 图 ,观察 极 值 点 的 位 置 ; 

(2) 求 使 好 = 0 的 四 点 ; 

(3) 用 Hesse 失 阵 判断 它们 是 局 部 极 大 、 局 部 极 小 ,还 是 鞍点 ; 


(4) 用 fmins 求 极 值 点 。 
9 一 条 长 渴 被 牢 牢 固定 在 地 上 ; 毕 面 水 平 。 


考虑 若干 块 砖 在 长 使 一 端 又 成 阶梯 状 而 尽量 向 外 
延伸 。 一 块 歼 放 在 长 合 右 端 极端 位 置 是 砖 的 一 半 
在 外 ,但 第 二 块 砖 若 仍 放 一 半 ( 如 图 3-6) 必 会 伍 下 。 
图 436 习题 9 图 应 如 何 放置 这 两 块 砖 。” 块 昵 ? 
10 (电视 机 价格 ) 由 于 市 场 竞争 的 影响 ,电视 


机 售 价 疡 越 高 ,销售 量 x 就 会 越 低 ， 
全 一 We *， Ma>0 


其 中 M 为 最 大 需求 量 ,a 为 价格 系数 。 另 一 方面 ,销售 基 越 大 ,每 台电 视 机 成 本 c 就 会 越 低 ， 
f 一 fn — Rlnx cor 开工 闵 1 寺 


其 中 c 是 只 生产 一 台电 视 机 时 的 成 本 , 直 为 规模 系数 。 应 如 何 确定 电视 机 售 价 才能 获得 最 
大 利润 ? 

11 (扩大 生产 的 订货 ) 在 引 例 的 订货 问题 中 ,着 预计 汽车 生产 在 未 来 一 段 时 间 按 下 列 
感 数 增长 


yy 二 a 


其 中 a, 5 为 常数 。 眉 正经 济 批量 订货 公式 ， 
$3.7 补充 知识 : 计算 的 局 限 性 


1. 计算 的 局 限 性 

在 数值 计算 (如 选 代 法 ) 中 ,问题 的 解 x 往往 是 计算 过 程 值 ,x，*…，xs，… 的 极 让 ， 
但 由 于 不 可 能 在 计算 上 实现 这 一 无 限 序 州 讨 程 ,必然 计算 至 某 步 x 停止 , | + 一 zx | 为 解 的 
误差 。 在 实际 计算 中 ,通常 采用 下 列 停止 准则 ,对 于 给 定 的 精度 要 求 e, 当 | x 一 x | 二， 
则 将 zx 作为 满足 精度 的 解 。 这 一 做 法 是 否 可 靠 ? 下 列 M 函数 lmt. m 是 按 这 一 做 法 验证 极 
限 收 全 性 的 数值 方法 ,使 用 格式 为 


[x; n] = lnt('sequence’, epsilon, maxn) 


其 中 sequenee 是 用 M 函数 表达 的 序列 ,epsilon 是 精度 要 求 ( 缺 省 值 1e 一 4) ,maxn 是 序列 
最 去 长 度 ( 缺 省 值 le 十 6 ) ,车 在 maxn 内 满足 精度 ,返回 报 限 值 工 和 下 标 n, 并 作 图 ; 瑚 则 , 认 
为 不 收 但 。 
MM 务 教 ]mt. m 
function [x, nj=1lmt(sequence, epsilon, maxn) 
if nargin*3, maxn = le+6; end 
if nargint2, epsilon= 1e— 4; end 
n=0:; x= inf;} closes 
while nmaxns 
n=n+1: sesq= fevaltsequence, n); 
if abs(seg - XxX} epsilon, breaks end 
= Seds 
end 
if nimaxn, 
plot{l:n, feval(sequence, 1:n),', ri 
title([ LMT = ,num2str(x),', N=", int2strin) |); 


一 34 一 


else, 
warning(['Nonconvergence in ', int2str(maxn),' steps’]); 
X= nan; n= nan: 

end 


现在 我 们 来 考虑 下 列 岂 个 简单 的 序列 
{CO— Dr/n), {CO— 1) /me}, {(— DD"/m} 


显然 它们 都 趋 于 0, 对 于 精度 le 一 #4, 理论 上 相应 的 大 小 分 别 为 10000, 100, 22。 若 用 上 
述 lmt 验证 可 以 发 现 基 本 能 反映 收 伍 精度 ,但 对 于 


{lin} {l/r}, {1/n} 
会 有 较 大 差异 。 而 对 于 
{1l/n} 和 {一 1)-"} 


甚至 得 出 错误 结论 (见习 题 12)。 分 入 一 下 为 什么 ? 
注 ; 严格 来 说 ;上述 验 证 极限 的 方法 并 不 严密 。 禄 本 问题 在 于 数 合 计算 是 一 个 有 限 步 计算 ， 
它 无 法 解决 无 限 步 的 极限 问题 ,任何 数 信 收效 都 冒 铸 假 收效 的 危险 ( 见 实 验 四 的 习题 6), 这 
是 科学 计算 的 一 个 普 斋 扇 点 。 收 训 的 根本 保证 只 能 讲理 论证 明 ( 或 者 说 人 的 抽象 思 准 能 力 ) 
来 解决 。 

2. 黄金 分 割 法 

理论 上 , 光 谓 函数 的 极 值 点 可 通过 对 其 导 函 数 的 求 根 得 到 ,但 从 计算 的 角度 并 不 合算 。 
首先 要 解析 地 求 出 导 函 数 , 求 根本 身 也 是 不 容易 ,况且 求 得 的 根 并 不 保证 总 是 极 值 点 。 求 函 
数 极 值 的 实用 算法 是 迭代 搜索 法 ,如 最 速 下 降 法 ,Powell 算 法、 单纯 形 搜 索 法 等 。 实 际 上 人 
们 常用 这 类 算法 求 非 线 性 方程 (组 ) 的 根 (如 MATLAB 函数 fsolve) 。 

这 里 介绍 一 元 函数 极 值 的 黄金 分 割 法 , 它 是 许多 最 
优化 搜索 法 的 基础 ,其 基本 思想 与 解 方程 的 二 分 法 接 
近 。 如 加 3-7, 设 f(z) 在 [a, 联 连 续 显 有 唯一 的 极 小 值 
点 a: 设 


a — bp—0.6l86—a)rb =at0,6186 a) 


车 fla) 之 了 0); 则 a EE [fas j; 著 f(a) 之 Cb), 则 
a 所 [al, 倍 ,重复 上 述 过 程 可 逼近 ec。M 函数 goldmin. 0 
中 求 指定 区 间 内 的 极 小 值 点 。 使 用 格式 图 3.7 黄金 分 着 法 

x= goldmin('f nane’, a, b, tol, maxsearch) 
其 中 f_ name 字符 申 为 一 元 优化 函数 f(x) (用 M 函 茹 表示),a, 5 为 区 间 下 上 端 ,tol 为 精 
度 ( 缺 省 值 1e 一 4) ，maxsearch 为 最 大 选 代 次 数 ( 缺 省 值 500) 。 

%M 函数 goldmin, mm 
function 工 = goldmintf nane, a, b;, tol, naxsearch) 


| 

: ! 

| 

| 1 

! ! 

: ! 
; i | 
J 而 吾 


if nargin(5, maxsearch = 500 end 
if nargin‘4, tol = Te 一 45 end; k=0; 


whjletkt5008b — a}tol) 
k=k+1;t=b-a; 
al =b-0.618*t; bi=at0.di8 ty 
证 fevalif name, al) tfevallf name, bl), 
b=bi; else a= al; end 
end; x= (b+a)/2; 
if k} = 500, warning(’ lteration exceeds the ] imitaton ) end 
例如 ,为 求 f(z) = 2 一 了 一 4 十 5 在 [一 1,， 1] 内 的 极 大 值 点 , 先 将 一 ftx) 写 成 M 隔 数 
function y= fun(x) 
y= -2*x."5+x.“4+4*x."3 -5 
再 在 命令 窗口 执行 
》 goldmin{'fun’, ~1, 1) 


ans 一 
一 0.9135 
3. 补充 习题 
12 考虑 下 列 数列 极限 ,用 上 述 M 函数 lmt m 判别 其 收 伍 性 和 收 繁 速度 ,并 分 析 
结果 。 ， 


(CD 本 Dr 人 CD 本， 和 (DC 


13 用 黄金 分 割 法 求 函 数 
f(r) = rsin(x 一 2< 工 所 2 


的 极 值 点 。 


实验 四 数学 家 的 生日 蛋糕 ”积分 


本 实验 中 我 们 学 习 数 值 积 分 方法 和 MATIAB 有 关 积 分 计算 的 命令 .加 深 对 积分 概念 
的 理解 :, 掌 提 积分 在 计算 面积 ,体积 等 问题 中 的 应 用 。 补 充 知识 介绍 了 变 步 长 积分 法 和 广义 
积分 计算 。 


$4.1 引 例 :数学 家 的 生日 蛋 粮 


一 个 数学 家 即将 要 迎 来 他 90 岁 生 日 。 有 很 多 学 生 要 来 祝寿 ,所 以 要 懒 一 个 特大 的 蛋 
糕 。 为 了 纪念 他 提出 的 一 项 重要 成 果 一 一 只 腔 医 学 的 悬 链 线 模型 ,他 的 弟子 要 求 重 糕 声 老 
板 将 蛋糕 边缘 贺 盘 的 半径 作成 下 列 悬 链 钱 菌 数 

r= 2 (exp(2h) 十 exp(— 2A))/5, D0 过 五 之 1( 单 位 :mm}) 

由 于 蛋糕 店 从 来 没有 做 过 这 么 大 的 蛋糕 ,蛋糕 店 老 板 必须 要 计算 -一 下 成 本 。 这 主要 涉及 两 
个 问题 的 计算 ,一 个 是 蛋糕 的 重量 ,由 此 可 以 确定 需要 案 少 鸡蛋 和 面粉 : 另 一 个 是 蛋糕 表面 
积 ( 除 底面 之 外 ) ,由 此 确定 需要 多 少 奶油。 

老板 没有 上 过 太 学 ,但 是 他 很 聪明 。 他 这 样 考虑 问题 :对 于 一 个 圆 盘 形 单 层 蛋糕 ,如 医 
4-1(a} 旋 转 而 成 , 若 高 为 有 (Cm) ,半径 >(m), 比 重 &Ckgy/m》 则 蛋糕 的 重量 (kg) 复 表面 


积 (m2?) 
W = kxHr’ 
S= 2xHr++ nr 
如 果 蛋 炎 是 双 层 圆 盘 的 ,如 图 4-1(b) 旋 转 耐 成 ,每 层 高 H/2(m) ,下层 半径 《tm) ,土屋 半径 


ra《m) , 则 蛋糕 的 重量 和 表面 积 
W = kxH(ri + 3)/2 


号 一 xH(n 十 关 ) t+ ar 


Ca) (b) (Ce). 
图 41 术 同 形状 的 生日 蛋 焙 


虽然 他 只 做 过 双 层 蛋糕, 但 可 以 推算 ,如 时 疏 楼 是 x 层 的 ,如 图 4-1(c) 旋 转 而 成 ,每 层 高 
一 $7 一 


Fn(m) ,半径 分 别 盖 ，…， mtm)* 则 蛋 糙 的 重量 和 表面 积 


五 tp 
W= hr 之 


HH 
5=2r i 


他 将 蛋糕 假想 为 4 层 , 然 后 每 层 的 半径 用 区 间 的 中 点 做 近似 , 求 得 
Wo= 5.45k, S = 15,97 


他 的 计算 是 否 正 确 呢 ? 事实 上 , 若 蛋糕 边 红 是 曲线 r 一 r0h)，0 < 之 有 之 日 ,各 层 半 径 近 似 为 
一 rei 1/2)H/n), i 一 1, "ry Ry 那么 当 nr oo, 


n H 
W= hr Dr hr CDd 
1 一 上 


n H 
S=2r dl Dr tart m2] ra + ro) 
t=1 0 


4.2 数学 理论 复习 :积分 
积分 是 微分 的 无 限 和 , 丘 数 f(z) 在 区 间 [a, 5] 上 的 积分 定义 为 


站 Hu 
I= | findr oe lim pf)Az, (4.1) 
mntazi) +0 ;1 


其 中 二 吉之 之 之 ATT Er rc) i=1,2,.", 允 。 从 
几何 意义 上 说 ,对 于 [ae, 的 上 非 负 函数 f(x) ,积分 值 1 是 y = f(z) 与 直线 7 二 4a,， 工 二 上 及 
工 轴 所 转 成 的 曲 边 梯形 的 面积 。 有 界 连续 (或 几乎 处 处 连续 ) 函数 的 积分 总 是 存在 的 ， 

微 积 分 基本 定理 {Newton-Leibniz 公式 ): 若 在 (ay 8) 上 , F'(z) 一 f(x)，, 那么 


[fedr = FO) -Fa {4, 2) 


这 个 公式 表明 导数 与 积分 是 一 对 互 道 运算 , 它 也 提供 了 求 积分 的 解析 方法 :为 了 求 fx) 的 
积分 ,需要 找到 -- 个 函数 F(z) ,使 FCz) 的 导 函 数 正 好 是 六 x) ,我 们 称 F(T) 为 产 z) 的 原 函 
数 或 不 定 积分 。 不 定 积 分 的 求法 常 涉及 许多 数学 技巧 ,常用 的 有 换 元 法 和 分 部 积分 法 。 从 
理论 上 说 ,可 积 函 数 的 原 函 数 总 是 存在 的 ,但 很 多 被 积 函 数 的 原 函 数 不 能 用 初等 函数 表达 ， 
也 就 是 说 这 些 积分 不 能 用 解析 方法 求解 , 需 用 数值 积分 法 解决 。 

在 应 用 问题 中 ,常常 是 利用 微分 法 进行 分 析 , 而 问题 最 终 的 解 归 结 为 微分 的 和 ( 即 积 
分 }》， 一 些 更 复杂 的 问题 是 含 微分 的 方程 ,不 能 直接 积分 求解 ,这 类 问题 我 们 放 在 实验 五 里 
解决 。 

多 元 函数 的 积分 称 为 多 重 积分 。 二 重 积分 定义 为 


Mes ydrdy = lim > SFE 站 
2 了 


axt az + oy + 


如 图 4-2 所 示 , 当 x，y) 非 贷 时 ,积分 值 几何 上 表示 曲 顶 柱 
体 的 体积 ,二 重 积分 的 计算 主要 是 转换 为 两 次 单 积分 来 解决 。 
无 论 是 解析 方法 还 是 数值 方法 ,如 何 实现 这 种 转换 ,是 解决 问 
题 的 关键 。 

平面 曲线 {xf 站 yl)(a 之 ?< 之 后 的 长 度 


L= | ve TF yd 


室 间 曲线 (zx02)，y0，zCD0Ca < 之 + 之 旭 ) 的 长 度 图 4-2 二 重 积分 定义 
[一 | VT TY Ford 
曲面 z = gCx， (ry) ECG)y 的 面积 
S=|VT+ie ie drdy 


$4.3 数值 积分 :梯形 法 和 重 积分 


1. 梯形 法 


如 图 4-3 所 示 ; 设 f(z) 在 [a: 6] 上 大 于 0, 那么 = 
[fix)az 就 是 如 图 4-3 所 示 的 曲 边 梯形 的 面积 ,将 [a， 
划分 为 若 于 小 区 间 a 二 z 之 过 “之 x 二 b 则 


I= > fd 


在 每 一 小 区 间 Lx zi 上 关羽 近似 为 一 直线 ,用 弦 线 代 
” 和 替 , 则 


名 4-3 梯形 积分 法 交 i 
上 f(z os Eafe) + fb)) 
从 而 
Js DD) (fr) + fz)) 
i=1 
称 为 梯形 公式 。 通常 将 [a, 8] 区间 4 等 分 ,及 二 (5 一 Qa)/ns Xx, 4 十 读 ， (4. 3) 


#—} 
1 T= hf + + fC)) (4.4) 
=] 


可 以 证 明 当 nn 一 ce 梯形 法 (4.4) 式 是 收敛 的 。 
2. 重 积分 
重 积 分 的 数值 计算 可 通过 若干 次 单 积分 的 组 合 实现 ,如 对 干 二 重 积 分 


T= fx, ydrdy 
) 
先 化 为 二 次 积分 
1= | 出 flz, ydy 


我 们 利用 梯形 法 , 先 将 [a, 加 区 亲 mx 等 分 ,二 一 gj /my x 二 4 十 讨 . ?二 0 1 jm 
使 用 (4.4) 式 得 


1 ml dlr} 
lh (二 (GOD 二 GO 十 于 GCz)), 其 中 GGz) = | "flr, wdy 
2 ml ez} 


如 图 44, 再 将 [eCz,)， dx)] 区 间 x 等 分 , (2 二 (d(x) 一 


’ a {x} crn yy 二) 十 设 ,00 二 0, 1 …， 8 使 用 (4.4) 式 得 
Gr a h(i) (zf cr)) 
cix] 
.1 
+ fr dx) + DD fr yo)) 
Ee 
0 a 5 * M 文 件 dblquad2.m 给 出 二 重 积分 数值 计算 法 (其 中 使 用 了 


区 从 
4.4 二 重 积分 计算 MATILAB 梯形 积分 命令 trapz, 见 下 节 )。 用 法 
T=dblquad2('f name'，ay be lo',’d hi mm) 


其 中 “f_ name’ 为 被 积 旺 数 六 xz， 轨 字 符 串 ,其 中 工 为 标量 ,? 为 向 量 ,'c_io’? 和 'd_hi' 是 y 
的 下 限 和 上 限 函 数 c(x)、adtx) ,都 是 x 的 标量 函数 ;ae， 5 分别 为 z 的 下 限 和 上 限 ;m, 分 
别 为 x 各 方向 的 等 分 数 ( 缺 省 值 100) 。 
WM 地 数 dblqauad2. m 
function I =dblquad2cf name, a bc ios d hi, m, ny 
if nargin¢?, n= 100 end 
if nargin¢6, m= 100; end 
if mi2|n‘2 
error( Number of intervals invalid'y, 
end 
mpt =m+1; hx= (DD-a)/n: x=a+t (0m)" hx 
for i=1,mpt 
ylo=feval(c _1o, x(i)); yhi= feval(d_hi, x(1)); 
hy= (yhi~ ylo)/n; yli, ; ) = yl0+ (0:n)* hy; 
ff(i，: }= fevaltf name, x(i), yt(i, : )); 
Giy = trapz(y(i, ; ), fF(i, ; ))，; 
end 
I=trapztx, 后) 


:| Vay = (Ty) 


I .1 


%M 画 数 eg4 _ lfun.m 
function z=eg4 lfun(x, ¥) 
z = Sqrt(I —- x” 2)*ones(size(y))!} 
WM 函数 egd4 _ llow. m 
function yY= egd4 llowtx) 
Y= -sqrt(tl ~ x "2): 
EM 函数 eg4 lup.m 
function y= eg4 lup(x) 
y= sgrt(l—- x" 2): 
然后 在 命令 窗口 用 
» dblquad2('eg4 lfun’, -1, 1, ‘egd_ llow', 'eg4 _ lup') 


40s 一 


2. 6664 
$4.4 求 积分 的 MATLAB 命令 
trapz 梯形 法 积分 ， dblquad 矩形 区 域 的 二 重 积分 ; 
guad 变 步 长 数值 积分 ; 。 int 符号 积分 。 
quad8 高 精度 数值 积分 ; 
4. 梯形 积分 法 


trapz 是 最 基本 的 数值 积分 方法 ,精度 低 , 适 用 于 数值 函数 和 光 岁 性 不 好 的 函数 。 使 用 
格式 为 


z = trapz(x, 信 “x 是 表示 积分 区 网 的 离散 化 向 量 ;y 是 与 x 同 维 数 的 向 重 ,表示 被 积 ， 
画 数 ;jz 返回 积分 的 近似 值 。 


一 


例 2 | sd 


yclears X= -1:0.1:1: 
SY = Exp( — Xx.” 2)s 
ytrapztx, Y) 
ds 二 

1. 4924 

2. 灾 步 长 数值 积分 


z = quadBa’Fun', A, B, Tol) 
其 中 ;Fun 一 一 表示 被 积 函 数 的 M 函数 名 } 


A， 吕 一 下限, 上限， 
Tol 一 精度 , 缺 省 值 为 le 一 3。 


为 解 例 2, 先 写 M 函数 eg4 “2fun, m 
WM 函数 eg4 _ 2fun.m 
function y= funtx) 
Y= expt — x," 2); 
然后 在 命令 窗口 用 
»2= quacl8('eg4 2fun’, -1,1) 
1, 4936 
注 1;9quad 使 用 自 运 应 步 长 Simpson 法 ,quad8 使 用 自 适 应 步 长 8 阶 Newton-Cotes 法 ,我 们 
建议 用 guad8, 它 不 但 精度 较 高 , 且 对 假 收 效 ( 见 习题 5) 和 假 夺 异 积分 ( 殉 习 题 5) 具 有 一 定 
适应 性 ,而 quad 较 差 。 
注 2:trapz，quad，gquad8 都 不 能 用 于 未 广义 积分 。 此 外 由 于 数值 方法 的 特点 ,对 于 一 些 想 


坷 开 积 分 也 不 能 直接 求解 ,如 | zi dx。 因为 数值 方法 对 地 是 通过 exptlnCz)/3) 计 算 ,对 


z 扫 0 就 会 出 现 复数 。 这 类 情况 在 适当 定义 被 积 函 数 ( 工 <0 时 用 一 (一 1 ) 后 仍 可 正确 


求解 。 
3. 重 积分 
矩形 区 城 二 重 积分 


之 二 | dz| fe, ydy 


dblauad 只 能 求 矩形 区 域 的 二 重 积 分 ,不 如 上 述 M 范 数 dblquad2 适用 面 广 。 


z=dblquad{'Fun’, a: b, c, dy 
qu 


其 中 ;Fur 一 一 表示 被 积 函 数 f 的 M 函数 名 。 
ab 一 一 变量 = 的 下 上 限 。c，d- 一 一 变量 ”的 下 上 眼 。 


4- 符号 积分 


intts) 符号 表达 式 s 的 不 定 积分 ， 
int(s, v) 符号 表达 式 s 关 于 变量 的 不 定 积 分 。 


intts, a, b) 符号 表达 式 s 的 定 积分 ,ab 分 别 为 下 .上 眼 。 
int(s, v, a, b) 符号 表达 式 s 基于 变量 YY 从 a 到 b 的 定 积分 。 


Dsyms xs tl = int(exp( — x)} + sin(x)) 
tl = 

—expt—x)— tos(x) 

$t2= int(exp( — x} + sin(tx), 0, 1) 
记 一 

本 一 


—expt—1)—costl)+2 
》t2 = vpa(t2) 
这 一 
1. 0918 
当 int 求 不 出 符号 解 ,会 自动 转 求 数值 解 。 
》t3 = int(exp( 一 区 ”Sinfx)])，0， 1) 
Warning: Explicit integral could not be found, 
>In D\MATLABI1\toolbox\symboliA\@sym\int. m at line 58 
t3 一 
int(exp(—x” sin(x))}, x=0..1) % 说 明 无 法 求 得 解析 解 
3t3 = vpa(t3,. 5) 
这 一 
.45491 站 这 样 仍 可 得 近似 解 
int 也 可 用 求解 重 积 分 和 广义 积分 ,为 解 例 1 
》syms xyi iy= int(sqrt(1 — x “2), y, — sqrt(1 — x "2), sqrt(l ~ x “2))3 
Bint(iy, x, —1, 1) 
站 DSS 一 
873 
若 要 计算 | ssncz)dz 
Ysvns x} intfexpt — x)* sin(x), 1, inf) 
ans 一 
1/2° exp( 一 1) "ceos(1) 十 172*expK 一 1) sint1) 
Supa (ans, 5) 
ans=- 
.25417 
注 ; int 的 功能 各 然 很 强大 ,但 计算 速度 淄 , 数 值 计算 中 效率 不 好 。 


$4.5 实验 例题 


例 3 (生日 受 糕 ) 现 在 让 我 们 来 做 数学 家 的 生日 大 蛋糕。 
yayms hy r=2- (exp(2*h) +exp( 一 2 h))/5: 
vpatint(pi*r “2, h, 0, 1), 5) 
ans= 
5, 4172 
yr0= subs(r, h;, 0); vpa(int(2* pi*r: h, 0, 1) +pi*rO0 ~ 2, 5) 
Ens 二 = 


16. 051 
可 见 , 虱 粮 店 老板 的 估算 基本 正确 。 事实 上 ,他 使 用 的 是 数值 积分 中 矩形 共 。 


例 4 (积分 的 定义 ) 下 列 M 耳 数 intdf. m 给 出 积分 定义 (4.1) 的 演示 工具 ,使 用 格式 


I=intdf('f name’, a, pb, n) 
它 给 出 f_ name 表示 的 被 积 强 数 f(z} 在 Le, bj 上 的 积分 并 作 图 ,将 [a, 5j 区 间 x 等 分 ,全 
取 小 区 间 中 心 。 
NM 函数 intdf. mn 
Function 1 = intdf(f name, a, b, n) 
close; h=(b-a)/n; I=0:; 
for i=1:n 
x(1) =at+ (i-1)*h; xt2)=a+i*h; 
XC3) = x{2); x(4) = x(1); t= (x3) + xtd)) /2; 
ye3) = feval(f name, t); yd4)= y(3); I=I+h’ y(3); 
fill(x, ys, [1 0 0.5| *i/n); hold on: 
ernd 
fplot(f name, [a, bl); 
title([' 积 分 定义 (n='， int2str{n) ,站 ); 
xlabel([ 积分 值 ='， num2str(I)]】); hold off 
下 列 命令 演示 sintz) 在 [0, 2] 上 积分 ,注意 积分 准确 值 1 一 cost2) 二 1,4161。 
yfor n=1:10, intdf('sin’, 0, 2, n), pause(5), end 
例 5 (漏水 的 时 间 ) 一 个 半径 为 5m 的 球形 水 钢 充 满 了 
水 ,底部 有 一 个 半径 5 = 0.1m 的 小 孔 漏 水 (图 4-5), 若 不 考 
虚 麻 擦 用 ,多 少时 间 以 后 ,水面 将 下 降 至 离 底 部 0. 5m? 
解 ; 水 从 小 孔 漏 出 的 速度 由 下 询 能 量 方程 决定 


E{z 二 + R) 一 起 /2 


05m 这 里 w 是 速度 ,x 表示 从 球 心 测量 的 水 面 高 度 , 8 = 
9. 81mys? 为 重力 加 速度 。 考 虑 在 时 间 di 内 水 面 变 化 dx, 汤 


本 +45 球形 水 塌 。 水 的 体积 为 
uA di —— rx! dz 
其 中 = 为 高 度 z 的 水 面 的 半径 ,小 孔 面积 4 一 rz。 由 于 
有 一 十 
从 而 
di 一 RE 


| 
BR 
在 顶部 , > = RR 水 降 到 0.5m 时 , z 二 0.5 一 民 ; 从 而 


| R: 四 2 d | 及 回国 et d 
一 一 一 一 一 一 一 一 一 于 
二 


计算 程序 如 下 ,结果 为 0. 5144 小 时 。 
—— 54 加 


中 导 脚本 eg4 5.m 
clear; R=5; p=0,1; g=9.81; zl =0,.5-R; 2z22=R; 
n= 100; h={z2—21)/n; z= zl1:;h:z2) 
f=(R* "2-2.°2)./(b" 2*sqrt(2*g* (z+R))); 
I=trapz(tz, f)/50/60 


$4.6 实验 习题 


1 《和 不定 积分 ?用 int 计算 下 列 不 定 积分 ,并 用 diff 验证 


[ady | Zr dz | dx 
e’ 十 2 一 zl/Inz+atv Inc —6) 


2 ( 定 积分 ) 分 别 用 trapz、quad8、int 计算 下 列 定 积分 


(wu A Db) 


' exp{- 邱 ) 
"” wwv2 
3 〔 糖 回 的 周 长 ) 用 积分 法 计算 下 列 椭圆 的 周 长 


rt 2 1 ren 
dz, | gy, { dz， | exp(2zr)sinz(zydz 
[ey 0 0 


了 2 
好 
4 十 D 一 1 
4 【 重 积 分 ) 
(1) fo] vi no dr 
Db [ee 


C2) [dydz, 五 为 下 十 蚁 二 2 
Dp 
5 ( 假 奇 异 积 分 ) 试 求 下 列 积分 
了 一 | CR 信守 


出 现 什 么 问题 ?分 析 原 因 ,设法 求 出 正确 的 解 。 
6 ( 假 收 敛 现象 ) 考 虚 积 分 1(&) 一 | | sintz) | dz， 
(1) 用 解析 方法 求 民有) 


(2) 试 分 别 用 trapz、quad 和 quad8 求解 1(4)、I(6) 和 (8) ,发现 什么 问题 ? 
7 (Simpson 积分 法 ) 编 制 一 个 定 步 长 Simpson 法 数值 积分 程序 。 计 算 公 式 为 


Ts 5, = Ef tf +t2f + 4fi 十 +2f Af 二 fon) 
其 中 为 偶数 ,请 = 二 (一 ai f= fet (i 一 lA) i = 1, 2 ;nl 


8 《〈 汽 车 ) 一 个 重 5400kg 的 汽车 在 以 速度 30m/s 行驶 时 突然 熄火 , 设 滑行 方程 为 


54007 人 一 一 8 2760 一 2000 
和 
x 为 洪 行 夯 离 ,w 为 车速 ,计算 要 滑行 多 长 虹 离 后 , 速 诬 可 降 至 15mys。 
9 《 排 洪 蔓 ) 某 泣 床 的 横断 面 如 图 4-6 所 示 , 为 了 计算 最 大 的 排 洪 便 ,需要 计算 它 的 断 
面积 , 试 根 据 图 示 测 量 数据 ‘单位:m}) 用 梯形 法 计算 其 断面 积 。 


图 44 习题 改 


10 《水 藉 讨 力 ) 酒 水 车 上 水箱 是 
一 个 横 放 的 椭 茄 柱 体 ,尺寸 如 图 4-7 所 
示 , 当 水 箱 盛 满 水 时 ,计算 两 个 端面 所 


1.5m 
受 的 压力 。 
2m dm 11 (停产 时 间 ) 某 公司 投资 2000 


方 元 建成 一 条 和 生产线。 投产 后 ,在 时 
刻 上 的 追加 成 本 和 追加 收益 分 别 为 
GG) 一 5 二 220【 百 万 元 /年 )， BQ) 一 17 一世 5( 百 万 元 /年 )。 试 确定 该 生产 线 在 何 时 停产 
可 获 最 大 利润 ? 最 大 利 泪 是 多 少 7 

12 (教堂 顶部 曲面 面积 ) 某 个 阿拉 伯 国 家 有 一 座 著 名 的 颁 斯 兰 教堂 , 它 以 中 央 大 厅 的 
金色 巨大 抠 形 图 顶 名 震 逮 次 。 因 年 久 失 修 , 国 王 下 令 将 教堂 顶部 重新 贴 金箔 装饰 。 据 档案 
沁 载 ,天 打 的 顶部 形状 为 学 球面 ,其 半径 为 30m。 考 虑 到 可 能 的 损耗 和 其 他 技术 因素 ,实际 
用 量 将 会 比 教堂 但 部 面积 多 1. 5%。 据 此 ;国王 的 财政 大 臣 摊 出 了 可 制造 5800m 有 规定 厚 
度 金 稍 的 黄金 。 建 筑 商 人 哈 桑 略 通 数学 ,他 计算 了 一 下 ,觉得 黄金 会 有 翁 余 。 于 是 ,他 以 较 
低 的 承包 价 得 到 了 这 项 装饰 工程 。 但 在 施工 前 的 测量 中 ,工程 师 发 现 教堂 预 部 实际 上 并 非 
是 一 个 精确 的 半球 面 而 是 半 椭 球面 ;其 半 立 轴 恰 是 30m, 而 半 长 轴 和 半 短 轴 分 别 是 30. 6m 
和 29. 68m。 这 一 来 哈 柔 犯 了 悉 , 他 担心 黄金 是 否 还 有 一 余 ? 甚至 可 能 短缺 。 最 后 的 结果 究 
竟 如 和 何 呢 ? 


坚 47 习题 后 图 


名 4.7 补充 知识 : 变 步 长 积分 法 


1. 变 步 长 积分 法 

在 以 上 介绍 的 梯形 法 中 ,划分 是 给 定 的。 在 实际 应 用 中 ,等 分 数 ”往往 是 难以 确定 的 。 
下 面 介 绍 变 步 长 梯形 法 ,其 思路 为 ,对 于 给 定 的 精 鹿 , 从 ”一 1 开始 ,等 分 数 逐 次 加 倍 站 一 2， 
4，8，,…,， 直至 | Ta 一 |< 之 8 为止, 一 般 来 说 ,这 样 的 做 法 可 能 会 浪费 计算 量 ,幸运 的 是 ， 
Ts, 与 ,有 如 下 递 推 关系 
一 一 看 看 一 - 


T= 记名 Df(e 二 攻 妈 】 


其 中 中 = (6 一 a)/n。M 孙 数 trapz _v. ni 是 变 步 长 梯形 法 ,其 使 用 格式 为 


[t，n] = trapz vfun', a, by tol) 


tol 是 精度 ( 缺 省 值 le 一 4) 。 对 于 发 散 或 过 慢 收 化 ,设置 等 分 数 上 限 2" ,为 了 防止 假 收 黎 ( 见 
习题 人 设置 等 分 数 下 限 ”。! 返回 积分 值 ,n 返回 等 分 数 。 
站 M 示 数 trapz wm 
function [t, n} = trapz _v(f _ name, a, b, tol) 
if narginsd. tol = ie— 4; end 
fa=feval(f name, a}); fb= fevallf nome, b}; 
h=b-a; t=h* (fa+f£fb)/2; t0=t+2* tol; 
minpt =2° 5; maxpt=2° 30: n=1; 
whiletabs(t— tO)Y tol & nimaxpt} |n{minpt, 
t0 = 七 ; x= (a+h/2) :hib; f= fevaltf name, x); 
t=to0+h*sum(f}; t=t/2; h=h/2; n=2*n;, 
enid 
if n) = maxpt, warningt'lteration exceeds limit'): end 
2. 广义 积分 数值 计算 
广义 积分 数值 求解 是 一 个 较 闲 难 的 问题 ,通常 数值 积分 方法 都 不 适用 。 
(1) 无 界 广 义 积 分 ,如 


I = | expfsinz — x*/100)dz 


若 先 写 一 个 M 函数 fun. mn 

function y= fun(x) 

y= exp(sin(x) — Xx.” 2/100)} 
再 用 命令 
Yquadg (fun’, — inf, inf); 


结果 为 NaN。 为 能 正确 求解 ,考虑 到 
NN 
了 一 lm| ， explsinz — zc /100}dz 


但 问题 是 N 取 多 太 ? 比如 用 


yquadg( fun’, -le+10, le+10) 

结果 得 一 个 明显 错误 的 大 数 。 正 确 方法 是 , 先 取 一 适当 大 的 N( 如 10) ,计算 一 个 I 值 ;然后 
将 N 以 一 适当 倍数 (如 2) 增 加 计算 出 新 的 了 值 ,直至 前 后 两 次 差异 小 于 给 定 精度 为 止 。 
yclear; n=10; r=2; e=1e- 4: t0= inf; t1 = quad8( Fun ， 一 hi n)s 

ywhile abstt0 -tl)ye, tO= tl; n=n" rs; tl= quad8( fun’, ~ n, n), end 


计算 得 22. 4404。 


(2) 奇 点 积分 ,如 
:= dz 
or (exp(r) + 1) 


先 与 一 个 M 函数 fun. m 
function y= fun(xy) 
y=1./(8grtix). * (exp(x} +1))s 

再 用 命令 

》quadadg fun’, 0, 1) 

得 结果 Inf( 显 然 不 对 ,因为 积分 收 伍 》 

bqiadB( fun’, 1e-5, 1), quad8t Fun， 1e— 10, 1) 

得 0.8362 各 1.6861, 系 统 警 告 结论 不 可 靠 ,哪个 正确 ? 


较 可 靠 的 方法 是 使 用 指数 变换 
_ 1++tanhtz) expt2) 
™ 2 ~ exp{z) + exp(— «) 
化 为 无 界 积 分 


1 an/(W 过 ne (exp(1+ rap ) 4 1 )eacosh (2))) 


然后 用 无 界 积分 的 方法 得 0. 8389。 
注 ; Symbolic 命令 int 可 求 广 沁 积分 。 
》SYmS xyyY = int(exp(sin(x) ~ x “2/100), -~ inf, inf); vpa(y, 5) 
ans 二 
22. 440 
aynms xi y= int{l/sqrt(x)/ (exp(x} +1), 0, 1); vpaty, 5) 
ans 一 
.83896 
3. 种 充 习 题 
13 用 变 步 长 梯形 法 解 第 6 题 ,使 精度 达到 le 一 5。 
14 计算 广义 积分 
| 加 生生 生生 sd 


0 工 一 天 


一 看 有 一 


实验 五 ”导弹 系统 的 改进 ”微分 方程 


本 实验 中 我 们 学 习 常 得 分 方程 (组 ) 数 值 求解 Euler 法 和 MATLAB 有 关 求 解 党 微分 方 
程 (组 ) 的 命令 。 介 绍 导 弹 系 统 改 进 和 产品 销售 量 笔 几 个 实际 问题 的 微分 方程 建 模 及 求解 方 
法 。 补 充 知 识 介绍 了 四 阶 Runge-Kutta 法 .数值 稳定 性 和 抽 分 方程 的 稳定 性 理论 等 。 


$5.1 引 例 :导弹 系统 的 改进 


海军 方面 要 求 改进 现 有 的 舰 对 舰 导弹 系统 。 目前 的 电子 系统 能 迅速 测 出 敌 舰 的 种 类 、 
位 置 以 及 敌 舰 行驶 速度 和 方向 ,是 导弹 自动 制导 系统 能 保证 在 发 射 后 任 一 时 刻 都 能 对 准 目 
标 。 根 据 倩 报 ,这 种 敌 舰 能 在 我 军舰 发 射 导 弹 后 了 工 小 时 作出 反应 并 摧毁 导弹 。 现 在 要 求 改 
进 电子 导弹 系统 使 之 能 自动 计算 出 敌 舰 是 否 在 有 效 打击 范围 之 内 。 

如 图 5-1 所 示 , 设 我 舰 发 射 导弹 时 位 置 在 坐 


标 原点 , 敌 舰 在 工 轴 正 向 vCkam) 处 .其 行驶 速度 8% 
为 aCkmyh) ,方向 与 z 轴 夹 前 为 ,导弹 水 平 飞 “了 
行 线 速度 5(km/h)。 问 题 的 关键 是 求 出 导弹 击 。 5 
中 敌 般 的 时 间 ， 4 
设 t 时 刻 时 强 位 置 为 (zt)， y(t)) ,那么 ; 
(至 ) + (党 ) —&b (5.1) 3 


0 10 20 的 0 加 区 
do 


图 S-1 导弹 攻击 示 宣 图 


易 知 上 时刻 收 舰 位 置 为 《qd 十 ozcosg，qtsing)， 为 
了 保持 对 准 目标 ,导弹 轨迹 切线 方向 应 为 


dy , aftsind — ytt) (5.2) 
dr datcosd ~— ctli) 


由 (5. 1) 式 (5.2) 式 得 下 列 微分 方程 


衬 = 一 了 一 2 = 3 《5, 3) 
V+ (R) Vi (To) 
人 i 和 
Ji + (号 ) ) rl ot sind — y(t) ty ) 
初始 条 件 rt0) = 0，y(0) 一 0。 对 于 给 定 的 a,，5，d, 引进 行 计算 。 当 zx(D 满 足 
Tl > datcosd (5,5) 


则 认为 已 击 中 目标 。 如 果 上 < T, 则 敌 舰 存 打 击 范围 内 ,可 以 发 射 。 
$5.2 数学 理论 复习 : 常 微分 方程 


1， 柚 分 方程 的 概念 

未 知 的 函数 以 及 它 的 某 些 阶 的 导数 连同 自 变量 都 由 一 已 知 方程 联系 在 一 起 的 方程 称 为 
微分 方程 。 如 果 未 知 函 数 是 一 元 函数 , 称 为 常 福 分 方程 。 如 果 未 知 函 数 是 儿 元 函数 , 称 为 仿 
微分 方程 。 联 系 一 些 未 知 函 数 的 一 组 微分 方程 称 为 微分 方程 组 。 微 分 方程 中 出 现 的 未 知 闭 
数 的 导数 的 最 高 阶 数 称 为 微分 方程 的 阶 。 若 方程 中 未 知 阔 数 及 其 各 阶 导数 都 是 一 次 的 , 称 
为 线性 常 微分 方程 ,一 般 表 示 为 


yy a Dy +att)y = b(t) (5.6) 
若 (5， 6) 式 系数 全 《下 一 1， 2， Uy 1) 均 与 这 无 关 , 称 之 为 常 系数 (或 定常 、 自 治 ,时 不 
变 ) 的 。 
2. 初等 积分 法 
有 些微 分 方程 可 直接 通过 积分 求解 。 例 如 ,一 阶 常 系数 线性 常 微分 方程 
?一 Gy 十 总 (ae 天 0) (5.7) 
可 化 为 
dy _ 
她 十 5 一 dt {5.8) 


两 边 积分 可 得 通 解 y(t?) 为 
yt) 一 Cexplat) ~—a tb (5,9) 


其 中 C 为 任意 常数 。 有 些 常 微分 方程 可 用 一 些 技 巧 (如 分 亢 变 量 法 、 积 分 因子 法 ,常数 变易 
法 , 降 阶 法 等 ) 化 为 可 积分 的 方程 而 求 得 显 式 解 . 

3， 常 系数 线性 柚 分 方程 

线性 常 微分 方程 的 解 满足 要 加 性 原理 ,从 而 它 的 求解 可 归结 为 求 一 个 特 解 和 相应 齐 次 
微分 方程 的 解 。 一 阶 变 系 数 线性 常 油 分 方程 总 可 用 这 一 思路 求 得 显 式 解 .高 阶 线性 常 系数 
微分 方程 可 用 特征 模 法 求 得 相应 齐 次 微分 方程 的 基本 和 解 , 表 用 常数 变易 法 求 特 解 。 

例 1 求 工 十 0.2x' 十 3.92z 一 0 的 通 解 ， 

解 : 特征 方程 为 

十 0.24 十 3.92 二 0 


»roots(T1 0.2 3.92]) 
求 得 共 赤 复 根 一 0.1 土 1.9774i, 从 而 通 解 为 
T(t) = Ae eos(l, 97741) + Be™!sin(l. 9774¢) 


其 中 及 ,BB 为 任意 常数 。 
一 阶 常 微分 方程 组 与 高 阶 常 微分 方程 可 以 互 化 ,已 给 一 个 4 阶 方程 


yD = fy yy Ys yD) (5. 10) 


一 - FO 一 


设 访 二 yy 二 《5.10) 化 为 一 阶 方程 组 


2] Ys 
yi 一 Ys 

人 (5.11) 
ye Ys 


ys ~ fli, Yi Ya ya) 


反 过 来 ,在 许多 情况 下 ,一 阶 微分 方程 组 也 可 化 为 高 阶 方程 。 所 以 一 阶 常 微分 方程 组 与 高 阶 
常 微分 方程 的 理论 与 方法 在 很 多 方面 是 相通 的 。 一 阶 常 系数 线性 微分 方程 组 也 可 用 特征 根 
法 求解 ， 


5,3 微分 方程 数值 解法 :Euler 法 


除 常 系数 线性 微分 方程 可 用 特征 根 法 求解 ,少数 特殊 方程 可 用 初等 积分 法 求解 外 ,大 部 
分 微分 方程 无 显 式 解 ,应 用 中 主要 依靠 数 秆 解法。 考虑 一 阶 常 被 分 方程 组 初 值 问题 


yD = y(t tt 
y(t) = yo 


《5. 12) 


其 中 一 (人 yay) =fi, fr fo) Yo = Cyies yas **, yng ) 。 所 谓 数 值 

解法 ,就 是 寻求 解 y{) 在 一 系列 离散 节点 之 二 之 下 之 刀 态 如上 的 近似 值 y(k 一 0， 

1，…， 称 有 二 tin 一石 为 步 长 ,通常 取 为 常量 上 。 最 简单 的 数值 解法 是 Euier 法 。 
Euler 法 的 思路 极其 简单 :在 节点 处 用 差 商 近似 代替 导数 


四) 一 i 
YC a 2 TF Yt) 


这 样 导 出 计算 公式 ( 称 为 Euler 格式 》 
yoi = yi 二 hiti, yjs 上 = 0， 1, 2, {5, 13) 


它 能 求解 各 种 形式 的 微分 方程 。Euler 法 也 称 折线 法 。 
M 函数 euler, m 给 出 定 步 长 Euter 法 计算 程序 ,其 使 用 格式 为 


[tout, yout | = eulerf'ypfun ，tspan，70，h) 


这 里 字符 串 ypfun 是 用 以 表示 ft1，y) 的 M 文件 名 ,tspan 一 [6， tj] 表示 自 变 量 初 值 各 和 
终 值 ty0 表示 初 值 向 量 yo， bh 是 步 长 。 输 出 列 向 量 tout 表示 节点 Cos 六，…， 加 ) ,输出 
矩阵 yout 表示 数值 解 ,每 一 列 对 应 y 的 一 个 分 量 。 
6%M 未 数 euler. m 

function {tout, yout | = euler(ypfun, tspan, yO, bh) 

t=tspan(l) ;htspan(2); yC:», 1) = yO0(;)s 

for i=1:lencgth(t) 一 1， 

ys i+1)= YC;, i) +h* feval(ypfun, t(i), y(;, 1)); 


end 
tout = +t" Yout = 了 
人 鲍 2 解 方程 


y = y—2/y y0) = 1,0<tel (5. 14) 


其 准确 解 为 y 二 yi 十 各。 先 写 M 丙 数 eg5 _2fun.m 

锥 M 通 数 eg5 _ 2fun.m 

function f = fun(t, y) 

f=y— 2*t. /ys 

f=f(:); %% 保 证 f 为 一 个 列 向 量 
再 在 命令 窗口 用 
消 CIeari close; 七 =0:0.1:1; 
Y= sqrt{t1l + 2* t); plottt, y); hold on; 
Et, yj = euler('eg5 2fun', [0, 1], 1, 9.1); plot(t, y, ‘I.'); 
liegend( 准确 和 解 ','Euler 法 个; 

Euler 法 只 有 一 阶 精度 ,改进 方法 有 二 阶 Runge Kutta 法 、 四 阶 Runge-Kutta 法 ,五 阶 
Runge-KuttaFelhberg 法 和 线性 多 步 法 等 。 根 据 (5. 10? 式 到 (5. 11) 式 的 转化 ,这 些 方法 可 
用 于 和解 高 阶 常 微分 方程 (组 ) 初 值 问题 。 边 值 问 题 采用 不 同方 法 ,如 差分 法 .有 限 元 法 等 ( 参 
见 文献 [9j}。 数 值 算法 的 主要 而 点 是 它 缺 乏 物 理解 若 ， 


$5,4 解 微分 方程 的 MATLAB 命令 


Ode23 二 ,三 阶 Runge-Kutta 法 ， odel5s 刚性 方程 组 解法 : 
oded5 .五 阶 Runge-Kutta 法 ; dsolve 符 导 解析 解 ， 
1， 数 剧 解 


[tout, yout] = ode45( 3prime' ， tspan, yo) 
这 于 字符 串 yprime 是 用 以 表示 f(1, yy) 的 M 文件 名 ,tspan 一 [1o， ty] 表示 自 变 量 宁 
值 1, 和 和 终 值 i;，y0 表示 初 值 向 量 % 。 输 出 列 向 量 tout 表示 节点 (4 4，…，, 如 )7, 输 
当 惩 阵 Yout 表示 数值 解 ,每 一 列 对 应 y 的 一 个 分 量 。 若 无 输出 参数 , 则 自动 作出 图 
形 。 


ode45 是 最 常用 的 求解 微分 方程 的 命令 。 它 采用 变 步 长 四 和 阶 Runge-Kutta 法 和 五 阶 
Runge-Kutta-Felhberg 法 ,对 于 刚性 方程 组 不 宜 采 用 。ode23 与 ode45 类 似 , 只 是 精度 低 一 
些 。 为 求解 例 2 
y[t, yl= oded5('egq5 2fun’, [0, 1], 1)} plot(t, y, ‘g:')s 
hold off; 

2. 符号 机 分 方程 解析 和 解 


s = dsolve(' 方 程 1',' 方 程 2 ， 初 始 条 件 1 ,初始 条 件 2 ,…， 自 变量 ”) 。 
均 用 字符 串 方 式 表示 , 自 变 量 缺 省 值 为 上 。 

导数 用 D 表示 ,2 阶 导数 用 D2 表示 ;以 此 羔 推 。 

s 返回 解析 解 。 方 程 组 情形 ,s 为 一 个 符号 结构 。 


例 3 (1) 求 y = ay 十 b 的 通 解 : 
(2) 求解 例 2; 
(3) 高 阶 方程 y= cos{2.5) 一 y, y(0) 二 ],，y(0)=0 
(4) 方程 组 疡 = f+g, gg = 一 f/f 十 8, ff(0) 一 1，g(0) 一 2 
Ys=dsolve('Dy=a*y+b') 
< 一 
【一 已 十 exbfgast) Cl* a)/a 
Ydsolve('Dy=Yy-2:t/y, ‘y0)= 1) 
dns 一 
‘2° 1 十 1) “(1/2) 
ys= dsolve('D2y = cos(2*x) —y, ‘vy(0) <1, ‘Dy(0) = 0', ‘x’'), simplify(s) 
ans = 
-2/3 cos(x) “2+1/3+4/3’ costx) 
》9 = dsolve('DE = f+g', ‘Dg= -f+g, £0)=1', ‘gC60) = 2°); 
»8.f, S.g %S 是 一 个 结构 
名 也 后 一 


exp(t) costt) 2" expft " sintt) 


ans 一 
一 expft) sinft) 十 2” exptt}” costt) 
3. 网 性 方程 组 解法 
刚性 方程 组 解法 odel5s 使 用 格式 同 ode45。 
例 4 
太一 00 一 99.993y2， F107) 一 二 C5.15) 
Y= — 100y:, y(0)=1 
%M 函数 eg5 _ 4fun, mm 
function 上 = funtt, y) 
f=[-0.01 -99.99; 0 ~ 100]*y; 
f= ft ) 
车 用 ode45 来 解 


yclears close; [t, ¥j ~ode45('eg5 _ 4fun ， [0, 101, [2, 11'); 

Splot(t, y)# textt1, 1.1, 71 5 text(1，0.1， 72 

给 人 的 感觉 似乎 是 , y， 始终 大 于 0.5( 图 5-2Ca1)。 使 用 dsolve 可 知 解析 解 y， = 

expl— 0, 017) 十 exp( 一 100 交 ， 和 三 exp( 一 1000。 所 以 :下 2， 琴 个 分 量 均 -=0。 框 下降 
773 一 


极 快 , yz(0. 1) < 0.0001; 而 六 下降 很 恨 ,mm C400) == 0,0183 (图 5-2Cb))。 若 用 
2 2 
站 1 
Mea 1 


—0.5 —0.5 
O12345678910 0 0 200 300 400 


(a) 《by 
图 S-2 十 性 方程 组 


(ot 10 (hy 0 < 400 

3[t, y]=oded45('eg5 4fun’, 0, 400, [2, 11); 
Dtstep = lengthtt) ，minh = mintdiff(t)), maxh = max(diff (+)) 
tstep= 

48261 
minh= 

5.0238e 一 004 
maxh= 

0. 0102 
可 见 计算 太 慢 , 导 需 48261 步 才 能 达到 400。 一 方面 ,由 于 yz 下 降 太 快 ,为 了 保证 数值 稳定 
性 ( 见 补 充 知 识 ), 步 长 未 需 足 够 小 1 另 一 方面 ,由 于 yi 下 降 杰 慢 , 为 了 反映 解 的 完整 性 ,时 间 
区 疝 需 是 够 长 ,这 就 造成 计算 重 太 大 。 这 类 方程 组 称 为 刚性 方程 组 或 病态 方程 组 ，ode45 
不 道 用 于 病态 方程 组 ,下 面 我 们 用 odel5s 法 求解 。 
》[+t，Yy] = odel5s( eg5 dfun' ，[0，400]，[2，1])3 
多 plottt，7)1 text(100, 0,5, ‘yi1'): text(I，0.1，'727)1 
length(tt), minCdiff(t)), max(diff(t)) 
可 见 只 需 92 步 ,最 大 步 长 为 32。 速度 快 了 约 500 倍 。 


$5.5 实验 例题 


例 5 (和 导 娃 系统 茂 进 ) 在 引 例 导弹 系统 中 设 a== 90km/h, 56 二 450km/h, 丁 二 0.1h,. 现 


要 求 4 ,8 的 有 效 范 围 。 
解 ， 有 两 个 极端 情形 容易 算出 。 车 5 二 0, 即 徐 舰 正 好 背 向 行驶 , 即 x 轴 正 向 。 那 么 导 


弹 直 线 飞 行 , 击 中 时 间 
t= Ad/(6—a)<T 
得 4 = T(4 一 a) = 36km, 车 4 二 x， 即 迎 画 驶 来 ,类 似 有 d= 二 Tta 十 中 一 54km, 一 般 地 ， 


应 有 36 <d < 所 54， 
(1) 在 线 算法 对 于 测定 的 d 和 8, 可 用 (5.3) 式 ,5.4) 式 计算 出 1:。 比如 4 = 50， 


# 一 子 ， 写 M 函数 eg5 _ 5fun.m, 为 了 防止 分 母 为 0, 加 一 个 小 正 数 te 一 8 。 


HM 函 教 eg5 _ 5fun 
function dy = eg5 Sfun(t, y) 
gloval a b d theta; 
dydx = (abs(a* t* sin(theta) = y(2)) + le-8)/... 
《absfd+ ar*tr* ecsftheta) — y(1))} + le~ 8); 
dy(t1) = by/(l +dydx* 2) 0.5i 
dy(t2) = b/tl +t dydx “~ (—2)) “~ 0.5; dy = dy(;)} 
在 命令 徐 口 执行 
clear: Closes 
jglobal a b d thetas 
a= 90; p= 450; d= 50; theta = pi/2} 
3[t, y] = ode45('eg5 Sfun'’, [0, 0.1], [0 0D 
Bplottyt:, 1), yl: 2)). 
Smaxty(:, 1}—-d-a*t*costtheta)) 
ans 一 
一 5.7410 
由 于 在 工 小 时 肉 ,(5. 5) 式 不 成 立 ,所 以 敌 舰 不 在 有 效 打击 范围 ,应 等 近 一 些 再 发 射 。 
(2) 离线 算法 ”首先 对 于 所 有 可 能 的 d 和 858, 计算 击 中 所 需 时 间 , 从 而 对 不 同 9, 得 d 的 
临界 值 。 具 体 应 用 时 直接 查 表 判 断 。 编 写 M 脚本 文件 eg5 _5.m 
%M 肢 本 eg5 5 
Clear; Closes 
global a b d theta; 
a=90; b=450; d= 50; theta = pi/2, 
1= 1 
for d=54: 一 1:36 
for tbheta = 0:0.1:pi, 
[t, Y] = cded5ft'eg5 Sfun', [0, 0.1], [0 0]); 
if max(y(;, 1)—-d-a*t*costtheta)) 0, 
range(ti, :)=[d, theta]: i=i+1: break: 
endi end; end 
figure; 
plot(range(:: 1), rangel,:, 2))! 
xlabel(’d’); yliabel(’'theta'); 
运行 得 临界 曲线 。 
图 5-3 中 ,曲线 上 方 为 打击 范围 。 由 于 68=1.57, d= 30 在 曲线 下 方 , 这 样 即 可 知 不 在 打击 
范围 内 。 在 线 算法 灵活 容易 调整 参数 和 模型 ,但 速度 悍 。 离 线 算法 事先 计算 好 ,实时 使 用 查 


询 方式 ,不 需 计 算 ,速度 极 快 。 


,8 例 6 (产品 的 销售 量 ) 电 饭 锅 这 一 类 的 家 
庭 主妇 购买 的 商品 实物 广告 的 歼 果 是 很 大 的 。 
经 调查 发 现 , 电 饭 锅 销售 增长 速度 与 当时 的 销 
量 成 正比 。 现 在 我 们 来 建立 一 个 数学 模型 以 项 
浏 销量。 设 z(t 表示 :时 刻 的 销量 ,那么 


二 (5. 16) 


证 和 其 中 不 为 比例 常数 ,容易 求 得 解 为 
图 53 导弹 的 有 效 打击 范围 X(t) = Toe (5. 17) 


这 里 x 为 初始 时 刻 二 的 销量 。 当 并 2 0, x(1) 随 1 增 长 而 指数 状 爆炸 式 增长 ,这 对 于 销售 
初期 可 以 认为 是 合适 的 。 设 1。 二 4 (年 ), x 二 1( 万 台 ) ,上 二 0.9( 年 !), 可 用 下 列 命 令 作 
出 6 年 内 电 饭 锁 销量 预测 图 形 

》elosei fplot('exp{0.9*x)', (0, 6]) 

但 这 一 模型 是 在 市 场 容量 无 限 的 假设 下 取得 , 当 t 一 oo 时 , z(t?) 一 020， 可见 (5.16) 式 用 于 
长 期 预报 显然 是 荒唐 的 。 为 了 考虑 市 场 容量 的 限制 , 设 zx 为 全 部 需要 量 , 那 么 销售 速度 与 
当时 的 潜在 需要 量 (z. 一 二 ) 成 正比 。 共 而 得 


入 = Ar{tre — Tx» {5. 18) 


其 中 为 比例 常数 。 可 用 dsclve 
ydsolve( Dx = a* x* (xl — x)'. ‘x(t0) = x0 ) 
ans Oe 
xi/ (1 + exp(t —a’'xl’* +t)" expla’ xl t0)" (x} - x0) /x0) 
解 得 
(2 一 (5.19) 
1 十 (至 一 1)exp(~— Xr ft — 1)) 
To 


设 志 二 0( 年 ), zo 一 1( 万 台 )，zr。 一 100{ 万 台 }):4 二 0.901( 年 ，* 万 台 “'), 可 用 下 列 命 令 
作出 8 年 内 电 饭 锅 销量 预测 图 形 

yhold on; fplot{’100/(; + 99* expt -0.01*100*x)) ，[0， 8]) 

可 见 短 期 纠 报 二 者 相近 ,但 作为 中 长 期 预报 ,(5. 18) 式 较 (5. 16) 式 合理 。 当 然 (5. 18) 式 也 有 
不 尽 合理 之 处 ,比如 并 难以 确定 ,未 考虑 产品 更 新 换代 等 。 


$5.6 实验 习题 


1 用 diff 直接 验证 (5.17) 式 .(5, 19) 式 分 别 为 (5. 16) 式 、(5.18) 式 的 解 。 
2 分 别 用 Euter 法 ( 取 天 一 0.1》 和 ode45 解 下 列 微分 方程 并 与 解析 解 比较 
(YY 一 并 二 3， 3C0) 一 1,0< 工 所 3 

(Oy 0 0ly) oy sin(D), y0) = 0, y (0) = 1 0 C1<5 


3 求 一 通过 原点 的 曲线 , 它 在 (z,， 当 处 的 切线 冬 率 等 于 2r 十 交 。 
4 试 求解 
x = ar+b, 0) = ro 

并 分 别 对 a, 5， zo 取 正 负 值 的 8 种 不 同情 况 , 讨 论 解 曲线 的 单调 性 及 1 一 oo 时 的 行为 。 用 
MATIAB 画 出 解 曲线 图 形 。 将 它们 合理 分 类 。 

5 (温度 过 程 ) 夏 夫 把 开 有 空调 的 室内 一 支 读数 为 20C 的 温度 计 放 到 户外 ,10 分 钟 后 
读数 为 25. 2C ,再 过 10 分 钟 后 读数 为 28. 32 多 。 建 立 一 个 较 合 理 的 模型 来 推 莽 户 外 温度 。 

6 《广告 效应 ] 某 公司 生产 一 种 耐用 消费 品 ,市 场 占 有 率 为 5 外 对 开始 做 广告 ,一段 时 
闻 的 市 场 眼 踪 调 查 后 ,该 公司 发 现 : 单 位 时 间 内 购买 人 口 百 分 比 的 相对 增长 率 与 当时 还 没有 
买 的 百分比 成 正比 , 且 估 得 此 比例 系 数 为 0.5。 

(1) 建立 该 问题 的 数学 模型 ,并 求 其 数值 解 ; 

(2) 厂家 问 ; 要 做 多 少时 间 广 告 , 可 使 市 场 购买 率 达到 80%? 

7 (肿瘤 生长 ) 肿 瘤 大 小 立 生 长 的 速率 与 的 a 次 方 成 正比 ,其 中 a 为 形状 参数 ,0 委 
a < 委 1; 而 其 比例 系数 长 贿 时 间 减 小 , 减 小 速率 又 与 当时 的 天 值 成 正比 ,比例 系数 为 环境 参 
数 5。 设 某 肿 疙 参数 a 二 1, 5 = 0.1, 天 的 初始 值 为 2,Y 的 初始 值 为 1。 问 

(1) 此 肿瘤 生长 不 会 超过 多 大 ? 

(2) 过 多 长 时 间 肿 瘤 大 小 翻 一 售 ? 

(3) 何 时 肿瘤 生长 速率 由 递增 转 为 递 碱 ? 

(4) 若 参 数 a = 二 2/3 呢 ? 

8 (RLC 包 路 ) 在 RLC 含 源 串 联 电路 中 ,电动 势 为 互 的 电源 对 电容 器 C 充电 。 已 知 电 
阻 民 = 10000, 电感 工 ==0.1Hn, CC 一 0.24F, EF= 20V,， 试 求 合 上 开关 下 后 的 电压 wrt 。 

9 (生态 系统 的 振荡 现象 ) 第 一 次 世界 大 战 中 ,因为 战争 很 少 撒 鱼 ,按理 战 后 应 能 捕 到 
很 多 的 鱼 才 是 。 可 是 大 战 后 ,在 地 中 海 却 捕 不 到 获 鱼 ,因而 渔民 大 了 惑 不 解 。 

邻 为 鱼饵 的 数量 ,zs 为 车 鱼 的 数量 , 为 时 间 。 微 分 方程 为 

dm 


一 一 区 《al — Dx) 


dt 

dz 

dt 
式 中 aa aa， 页， ba 都 是 正常 数 。 第 一 式 鱼饵 工 ] 的 增长 速度 大 体 上 与 二 1 成 正比 , 即 按 人 1 证 1 
如 率 增加 ,而 被 车 鱼 吃 掉 的 部 分 接 忆 xi zs 的 速 率 减 少 :第 二 式 中 焉 鱼 的 增长 速度 由 于 生存 
竞争 的 自然 死亡 或 互相 哎 食 按 az 的 速率 减少 ,但 又 根据 笃 饵 的 量 的 变化 按 &xyxs 的 速 
率 增加 。 对 a 二 3;, 一 2, a 一 2.5, 如 二 1 X00) 二 (0) 一 1 求解 。 画 出 解 曲线 图 和 
相 轨 线 图 ,可 以 观察 到 鱼 恒 和 闭 鱼 数量 的 周期 振荡 现象 。 


(5, 20) 


=— Xz (tz 一 1) 


$5.7 补充 知识 :稳定 性 


1。Runge-Kuatta 法 
由 于 Euler 法 对 [a, tumj 上 yt 的 平均 斜率 K" = (ylii) — yt)) Rh 仅 用 左 端点 了 
的 斜率 作 近 似 , 精 度 较 低 。Runge Kutta 法 利用 Lt， tm] 上 老 点 斜率 的 加 权 平 均 作 长 " 的 
“ -一 77 一 


近似 。 从 而 大 大 提高 了 计算 精度 。 四 阶 Runge-Kutta 格式 为 


Yt Yn + 名 (K, + 2K: 二 2K 二 Ki) 
Ki 一 fts yn) 


hh 下 
Ks = j( 十 到 十 呈 玫 (5. 21) 


Ks = f(s t+2, y. +BK:) 
Ks = f(t, 十 大， yn 十 下 下 3 


它 上 共有 四 阶 收 伍 精度 。 

2. 数值 算法 稳定 性 

上 述 提 到 收 伍 精度 是 单 步 意义 上 的 ,计算 中 还 涉及 到 误差 的 传播 癌 题 。 不 适当 的 步 长 
可 能 导致 计算 误差 恶性 发 展 而 使 计算 失败 ,这 种 现象 称 为 数值 不 稳定 .考虑 一 阶 方程 


yy =iy: y0)=1 (5, 22) 


其 中 <0。 从 而 它 的 解 y( = exp(U) 恒 正 且 渐 近 稳 定 ， 现 取 步 长 严 用 Euler 法 (5.13) 式 


求解 
YEH 一 《1 二 ) ys 


于 久之 一 174 时 ,数值 解 正确 反映 了 解 函 数 性 质 ; 当 一 1/4 < < 一 2 时 ,数值 解 仍 稳定 但 发 
华 振 萝 ; 当 4 污 一 2/4 时 ,数值 解 不 稳定 且 振 荡 趋 于 无 穿 。 一 般 地 ,对 一 阶 方 程 组 


y — Ay 十 看 (5. 23) 


Euier 法 数值 稳定 性 条 件 为 | 1 十 六 ' 之 1, 其 中 4 为 太 的 枉 意 特征 信 。 由 阶 Runge-Kutta 法 
数值 稳定 性 条 件 稍 宽 但 基本 处 于 同一 数量 级 。 

3， 常 微分 方程 解 的 稳定 性 

考虑 一 阶 党 微分 方程 初 值 问题 


y = ft, 3 fto 
y= yo 


称 (5. 24) 式 的 特 解 9( 和 ) 是 稳定 的 ,车 对 Ye > 0 存在 #3 记 0, 合 当 | yw 一 Pm) | 之 时 ;以 yo 
为 初 值 的 解 展 足 | y() 一 P00) | 之 elf 加) 车 还 有 1 y( 一 (2) 10(t->o0), 称 8(t) 是 
渐 近 稳定 的 稳定 性 表明 初 值 wm 的 小 扰动 不 会 对 解 产生 明显 影响 ,微分 方程 描述 的 运动 
的 轨 线 密切 依赖 于 初 秆 ,而 初 值 的 计算 或 测定 实际 上 不 可 加 免 地 出 现 误 差 和 干扰 ,如果 找 述 
运动 的 微分 方程 的 特 解 是 不 稳定 的 , 初 值 的 微小 误差 或 干 拢 ,将 招 教 “ 差 之 毫 厘 , 雇 以 于 里 ” 
的 严重 后 果 ,因此 不 稳定 的 特 解 不 宜 作 为 设计 的 依据 ;反之 ,稳定 的 特 解 才 是 我 们 最 感 兴 
趣 的 
例 7 考虑 下 列 方程 


《5， 24) 


亡 有 两 个 常数 特 解 ( 称 为 驻 定 解 或 奇 点 ) y(2) 三 0 和 >(0 三 1。 现在 我 们 用 数值 解 模 拟 初 值 


小 扰动 的 影响 。 
解 ; 先 写 M 函数 eg5_ ?fun. m, 再 用 M 文件 eg5 _?.m 作出 在 驻 定 解 附近 的 解 。 结 果 
表明 y(t) 三 0 不 稳定 ,而 y( 妨 三 1 稳定 。 
%M 函数 eg5 7fun. m 
function f= eg5 7funtt, y) 
fE=-y 一 Y 2: f=f(,); 
归 M 文件 eg5 _ ?7.1m 
clear; ClLoser Y0=0.01;h=0.2; 
for i=1,8 
[t，y] = oded45('eg5 7fun’, [0, 10], yo0); 
plot(tt, y); hold on; y0 = y0 +h; 
end 
事实 上 ,用 Symbolic 命令 求解 
dsolvet Dy =Y-Y-2 yO0)=a') 
ans= 
1/(—1—expt~t}" (1 —a)/a) 


可 得 yf) = 一 一 一 ， 所 以 y(t) 一 0 
1+ (= -1)e 
0 
1(t 一 co)， 如 图 5-4 所 示 。 这 与 上 上述 图 形 描述 一 致 。 
对 于 (5. 24) 式 的 特 解 (0), 令 xn 一 y(f) 一 FPC) ,那么 (四 满足 方程 
x = gl x) st {5. 26) 


其 中 gt rz) = 上 0 yy) 一 flrs 8) ,显然 gli,，0) =0, 且 与 # 对 应 的 特 解 为 x 三 0, 从 而 稳 
定性 问题 总 可 归结 为 对 于 零 解 的 稳定 性 问题 。 如 对 (5. 25) 式 , 特 解 y(2) 三 1 的 稳定 性 与 下 
述 方程 的 零 解 稳定 性 等 价 。 


5-4 ” 解 的 稳定 性 


了 2 
一 


对 于 一 阶 常 系数 线性 微分 方程 组 (5. 23)。 若 4 的 特征 值 都 具有 负 实 部 ,(5, 23) 式 的 驻 
定 解 是 稳定 的 ;而 当 A 有 一 个 特征 值 具有 正 实 部 ,(5. 23) 式 的 驻 定 解 是 不 稳定 的 。 非 线性 
方程 稳定 性 分 析 较 困难 , 菜 些 非 线 姓 方程 可 用 局 部 线性 化 稳定 性 分 析 方 法 , 较 一 般 方法 是 
Lyapunov 直接 法 (参见 文献 [8J) 。 

4， 动 力 系 统 的 渐 近 性 态 

若 微 分 方程 组 的 右 端 不 显 含 1, 即 


y = f(y (5. 27) 


则 称 为 自治 方程 组 或 驻 定 方程 组 。 自 治 方程 组 的 解 在 相 空 间 的 儿 何 表示 为 相 轨 线 , 也 称 动 
力 系统 。 特 别 地 , 称 相 空间 中 使 fy) 二 0 的 点 为 育 点 。 线 性 动力 系统 (5. 7) 式 的 浙 近 性 坊 
较为 简单 , 且 一 般 与 初 值 无 关 ; (i) 当 A 的 特征 值 均 具 有 负 守 部, 趋 于 奇 点 ;(i 当 4 有 正 实 
部 的 特征 值 , 趋 于 = ;否则 (ii 当 4 的 特征 值 均 具 有 非 正 实 部 , 趋 于 周期 解 。 非 线性 动力 系 


统 的 渐 近 性 态 ,一 般 与 初 值 有 关 , 且 会 出 现 各 种 复杂 的 渐 近 性 态 。 
一 一 Fi -一 


(1) ( 奇 点 (0007 一 一 一 和 一 工 一 如 
function £ = fun(t, y) 
f(1) = — y(2) — y(1) “3; f(2) = y(1) - ¥(2) “3; f= £00,)) 
yclose; [t, y] =ode45('fun’, [0, 1000], [0.9 0.6]); 
plot(yt:, 1), y(:, 2)); grid; hold on; 
yploty(length(y), 1), y(length(y), 2), '.r') 
(2) 《无 穷 远 ) x 一 2y,，y 二 1/Yx 
function f = fun(t, ¥» 
£(1) =2*+ ¥(2) ~ 3; £62) = y(1) “CC—0.5); £=f(): 
»》 命 令 同 (1)。 
(3) (周期 解 ] x 一 y 一 2C73/3 一 2))y 一 一 工 
function f= fun(t, yy 
£01) = y(2) — 2* (yt1) “3/3- vy)); £62) = — y(t1); f= f(t,); 
》 命 令 同 (1) 。 
(4) (周期 解 ) x 二 一 0.5zx 一 y; yy = 一 0.5y 一 2z) x 一 一 05xz 一 工 
function f = fun(t, y) 
ff1) = -0.5*y (1) — y(2); £62) = ~ 0.5*y(2) ~ y(3): 
f(3) = -0.5*y3) ~ yl f= f(t.); 
ycloses [t, ¥] =ode45C fun’, [0, 30], [0.9 0.6 0.11); 
plot3CyC:, 1), yt: 2), yl:, 3)); grid; hold on; 
yplot3(yClength(y), 1), y(length(y), 2), y(length(y), 3), '.r') 
(5) (混流 ] x 一 一 3x 十 WY = 二 一 10(y 一 2), 2 一 一 十 283 一 多 
function f = fun(t, y) 
f£(1) = — 3* yi) + y(2)* y(3); £(2) = -10* (y(2) 一 了 (3773 
£(3) = — y(2)* y(1) + 28* yC(2) — yt3): f= £(;); 
yelose; [t, ¥] = ode45('fun'，[0，50], [0.9 0.6 0.1]); 
Fplot3(yC:, 1), yC:) 2), yC:, 3)); grids hold ons 
yplot3CyClength(y), 1), y(length(y), 2), ylength(¥): 3), '.r') 
5. 补充 习题 
10 ”编写 四 阶 Runge Kutta 法 程序 并 解 习 题 2。 
11 对 于 人 讽 4 分别 取 步 长 及 = 0.001, 天 一 0.01 衣 二 0.05 用 Euler 法 计算 ,分 析 误差 


产生 的 原因 。 


实验 六 ”零件 参数 设计 随机 模拟 
本 实验 中 我 们 学 习 随 机 模拟 法 ( 即 Monte Carlo 法 ) 的 基本 原理 .MATLAB 孝 据 分 析 和 


随机 模 氢 命令, 并 了 解 它们 在 随 宙 变量 模拟 、 积 分 计算 和 最 优 化 计算 等 方面 的 应 用 。 补 充 知 
识 介 绍 了 二 项 分 布 .Brown 运动 模拟 以 及 Monte Carlo 法 的 育 点 小 概 素 联 阶 。 


6.1 引 例 :零件 参数 设计 


一 件 产品 由 若干 零件 组 装 而 成 ,标志 产品 性 能 的 某 个 参数 取决 于 这 些 零 件 的 参数 。 零 
件 参 数 包 括 标定 值 和 容 差 两 部 分 。 进 行 成 批 生产 时 ,标定 值 表示 一 批零 件 该 参数 的 平均 值 ， 
容 差 则 给 出 了 参数 偏离 其 标定 值 的 容许 范围 。 若 将 零件 参数 视 为 随机 变量 , 则 标定 值 代表 
期 望 值 ,在 生产 部 门 无 特殊 要 求 时 , 容 盖 通常 规定 为 均 方差 的 3 悦 。 

粒子 分 商 器 某 参数 ( 记 作 y) 由 7 个 零件 的 参数 ( 记 作 工 ，x2，…， 二 ) 决 定 ,经 验 公式 为 


1 一 2. 62| 1 一 0. 36 (2 ) T (至 ) 


Wr 


y 一 174.42( 袜 ) (一 一) 


加 二 2 Tl 


当 各 零件 组 装 成 产品 时 ,如 果 产 品 参 数 偏离 预先 设 定 的 日 标 值 ,就 会 造成 质量 损失 ,偏离 越 
大 ,损失 越 大 。y 的 目标 值 ( 记 作 yo) 为 1.50。 妆 y 偏离 ye 士 0. 1 时 ,产品 为 次 品 , 质 量 损 失 
为 1000( 元 ) ; 当 y 偏离 ye 士 0. 3 时 ,产品 为 废品 ,损失 为 9000( 元 }， 问题 是 ,要 求 对 于 给 定 
的 零件 参数 标定 值 和 容 差 ,计算 产品 的 损失 ,从 而 在 此 基础 土 进行 零件 参数 最 优化 设计 。 

在 这 个 问题 中 ,主要 的 困难 是 产品 的 参数 值 y 是 一 个 随机 变量 ,而 由 于 > 与 各 零件 参 
数 间 是 一 个 复杂 的 函数 关系 ,无 法 解析 地 得 到 > 的 概 率 分 布 。 本 实验 采用 随机 模 所 的 方法 
计算 。 这 一 方法 的 思路 其 实 很 简单 ,用 计算 机 模拟 工厂 生产 大 量 “ 产 品 *( 如 10000 件 ) ,计算 
产品 的 总 损失 ,从 而 得 到 每 件 产品 的 平均 损失 。 这 类 试验 如 果 用 实物 来 做 ,由 于 需要 大 量 人 
力 物力 而 无 法 实现 ,但 如 果 我 们 有 了 问题 的 数学 模型 ,用 计算 机 模拟 方法 就 轻而易举 。 工 程 
师 们 通常 先 用 数值 模拟 得 到 一 些 结果 ,然后 再 根据 经 验 和 实物 实验 作 决 断 。 


和 6.2 数学 理论 复习 :概率 论 


自然 界 发 生 的 现象 可 分 为 两 类 ,一 类 现象 在 一 定 条 件 下 发 生 的 结果 是 完全 可 以 预知 的 ， 
称 为 必然 现象 。 例 如 ,从 原点 出 发 沿 工 轴 正 向 以 速度 vw(mys) 作 匀速 直线 运动 的 物体 ,必然 
在 xs) 后 位 于 位 置 wm)。 另 一 类 现象 发 生 的 结果 在 事先 是 无 法 准确 预知 的 , 称 为 偶然 现 
条 或 随机 现象 。 下 面 两 个 试验 都 是 随机 现象 。 


试验 一 :有 10 校 均匀 硬币 ,随手 抛 在 地 上 ,有 几 校 正面 向 上 ? 


试验 二 : 按 身份 证 号 码 随意 挑 10 个 中 国 男 大 ;他们 的 平均 身高 是 多 少 ? 

尽管 随机 现象 的 发 生 结 果 是 不 确定 的 ,但 还 是 有 一 定 规律 可 循 :试验 一 中 正面 向 上 的 枚 
数 一 定 是 0 一 10, 5 核 向 上 的 可 能 性 比 8 术 同上 可 能 性 要 大 ;试验 二 中 平均 身高 基本 在 1.40 
米 到 2. 90 米 之 间 , 且 在 1.790 米 左右 的 可 能 性 比 1. 80 米 左 在 的 可 能 性 要 大 。 

一 个 随机 事件 4 发 生 的 可 能 性 的 大 小 ,用 一 个 介 于 0 与 1 之 间 的 数 表 示 , 称 为 A 的 概 
率 , 记 为 P(4)。 概 率 的 意义 在 类 似 的 现象 大 量 重 复发 生 时 会 表现 出 来 。 比 如 ,在 试验 一 中 
若 P(5 枚 同上 )》 一 0,.25, 那么 意味 着 “和 苦 把 试验 一 做 100 遍 , 大 致 有 25 次 左右 出 现 5 术 
向 上 ”。 

随机 现象 中 ,变量 的 取 值 往往 是 不 懈 定 的 , 称 为 随机 变量 。 描 述 谓 机 变量 取 各 种 值 的 概 
潼 函数 称 为 概率 分 布 。 对 于 随机 变量 ,通常 主要 关心 它 的 两 个 主要 数字 特征 ;数学 期 望 ( 或 
称 均值 ) 几 于 描述 随机 变量 的 平均 值 ,方差 和 标准 你 5 或 称 均 方 差 ) 用 于 描述 随机 赛 量 分 布 的 
差异 程度 ,另外 , 协 方差 和 相关 系数 用 于 描述 两 个 随机 变 基 的 线性 关联 程度 。 

随机 变量 的 分 布 , 根 据 其 取 值 特点 不 同 主要 分 为 离散 型 和 连续 型 两 类 。 若 用 变量 上 表 
示 试 验 一 “正面 向 上 次 数 ”, 其 取 值 可 能 为 0，1，2，…，10( 离 散 点 集 》, 则 为 离散 型 随机 变 
量 。 典 型 的 离散 型 分 布 有 二 项 分 布 .Poisson 分 布 等 。 若 用 变量 7 表示 试验 二 中 “平均 身 
高 ,其 到 值 可 能 为 [1.0, 2. 5 中 任何 值 , 则 为 连续 型 随机 变量 。 上 典型 的 连续 型 分 布 有 均 勾 
分 布 . 正 态 分 布 .指数 分 布 .x 分 布 ,分布 .F 分 布 等 。 

1， 二 项 分 布 

称 一 个 随 宙 试验 为 Bernoulli 试验 , 若 我 们 将 试验 可 能 结果 描述 成 仅仅 两 个 :4 发 生 或 
站 不 发 生 。 设 随机 变量 


_jl, A 发 生 
10， 太 不 发 生 
那么 服从 一 个 简单 的 离散 型 分 布 PCE==1) = p(A 发 生 的 概率 ), P(E 一 0) 二 1 一 ,这 称 


为 Bernoulli 分 布 或 0-1 分 布 。 

将 Bernoulli 试验 独立 重复 进行 次 , 称 为 n 重 Bernoulli 试验 。 nn 重 Bernoulti 试验 中 
六 发 生 的 次 数 的 分 布 为 

P{7= k) = Cipt(tl — pt, k=0. 1, m,n 

称 它 为 参数 为 xn、 的 二 项 分 布 , 记 为 5~Bltn，p)。 二 项 分 布 的 数学 期 望 下 ( 司 一 mp, 方 关 
DO = np (1 — p), 

在 试验 一 中 ,一 枝 硬 币 的 试验 结果 只 有 两 个 : 正 而 (A 发生 ) 和 反面 (4 不 发 生 )。 由 于 
10 核 硬币 的 试验 条 件 是 类 似 的 ,上 且 相互 没有 干扰 ,所 以 我 们 苛 以 认为 是 一 枚 硬币 的 10 次 独 
立 试验 ,那么 正面 向 上 的 总 校 数 £~B(10, 0.5) ,其 中 0.5 表示 一 枚 均 名 硬币 正面 向 上 的 可 
能 性 为 50%。 那 么 

P(E = 5) 一 Co0.550.55 = 0,2461, P(E= 8) = Ch0. 550,5° = 0.0439 


可 见 PC 一 5) 远大 于 P(E = 8)。 
2. 均匀 分 布 
连续 型 概率 分 布 的 表达 方式 与 离散 型 有 很 大 不 同 , 因 为 连续 型 随机 变量 取 值 是 无 法 列 


举 的 ,况且 它 在 特定 值 上 了 下 值 的 概率 总 是 0。 连 续 型 概率 分 布 是 用 密度 函数 来 表 不 , 它 皮 值 
的 概率 可 通过 密度 函数 的 积分 得 到 。 
均匀 分 布 是 一 个 简单 而 重要 的 连续 型 概率 分 布 , 其 密度 函数 为 


D， 其 他 


它 的 实际 意义 是 ,随机 台 莉 取 值 总 是 在 [a, 四 内 ,并 及 在 每 一 点 取 值 可 能 性 相同 。 均 名 分 布 
的 数学 期 望 (人 一 Ca 十 站 /2, 方差 D(j 一 (一 a) /12。 

3. 正 杰 分布 NI o】 

正 楚 分 布 是 应 用 最 广泛 的 概率 分 布 ,如 图 6-1 所 示 。 其 密度 函数 为 
2 


20° 


fr) = 1 exp{ 了 
Lr 


Vix 
记 为 NA, a) ,其 中 上 是 随机 变量 取 值 的 平均 ,而 sg 表征 了 
随机 变量 取 什 的 差异 。 特 别 地 ,NN(0，1) 称 为 标准 正 态 分 布 。 
最 典型 的 正 态 分 布 的 例 了 是 测量 误差 ,另外 从 一 大 批 学 生 的 
考试 成 绩 .工业 过 程 的 噪声 干扰 等 都 近似 服从 正 态 分 布 。 试 
验 二 中 平均 身高 也 近似 服从 正 态 分 布 。 正 态 分 布 的 数学 期 望 
FD 一 上 方差 也 ( 一味 。 
正 次 分布 有 殷 密 好 的 性 质 。 设 总 ~ NA om) 一 1,2,，…， ma 且 这 些 随 机 变量 相 垃 


狼 立 ,那么 它 的 线性 函数 仍然 是 正 态 分 布 .特别 地 , 若 6-- NU ,那么 一 


好 


ty x 


图 6-1 正 意 分 布 


~ NO, 1) 。 


$6.3 随机 模拟 原理 


关于 随机 分 布 的 推断 ,一 种 理想 化 方法 是 将 试验 在 相同 条 件 下 大 量 重复 进行 ,对 试验 结 
果 进 行 统计 计算 ,从 而 得 到 概率 分 布 和 数字 特征 的 结论 ,但 是 这 样 做 需要 耗费 很 大 的 人 力 和 
财力 ,况且 很 多 随机 现象 实际 上 是 无 法 再 现 的 。 随 机 模拟 法 也 叫 Monte Carlo 法 , 它 是 用 计 
靠 机 模拟 随机 现象 ,通过 大 量 仿真 试验 ,进行 分 析 推断 ,特别 是 对 于 一 些 复杂 的 随机 变量 ,不 
能 从 数学 上 得 到 它 的 概率 分 布 ,而 通过 简单 的 随机 模拟 便 可 得 到 近似 解答 。Monte Cario 
法 也 用 于 求解 一 些 非 随机 问题 ,如 重 积分 、 非 线性 方程 组 求解 ,最 优化 问题 等 。 但 需要 指 遇 
的 是 , Monte Carlo 法 计算 量 大 ,精度 也 不 高 ,因而 只 适合 一 些 用 解析 方法 或 常规 数值 方法 
难以 解决 问题 的 妖精 度 求解 ,或 用 于 对 一 些 计算 结果 的 验证 。 

大 数 定理 “” 设 随机 变量 6 , 名，…, 名, … 相 互 独立 , 且 忆 (6) 一 AT) 一 中 ,那么 这 
些 随 本 变量 的 平均 值 依 概率 收敛 于 上 , 即 对 任意 es > 0, 有 


上 
imp (| D4 -< )=! 
人 1 一 1 


大 数 定理 表明 ,当下 一 sc 时 ,样本 平均 值 趋向 于 总 体 平均 值 , 它 是 数理 统计 参数 估计 的 理论 


基础 ,也 是 数字 竺 征 随 机 模拟 的 理论 根据 。 


设 £ 是 一 个 分 布 已 知 的 随机 变量 ,为 了 求 取 #7 一 Fe) 的 概率 分 布 或 数字 特征 ,生成 N 


个 (N 足够 大 ?服从 二 的 分 布 的 随机 数 了 ii，zz，…，znNy 令 册 一 7 了 一 1 2 


那么 


PE A) ~ 中 的 个 数 


N 
1 ~ 

EW 5— RY 

一 ] 


DD = AT D7 
其 中 5,s, 分 别称 为 y,(i 二 1,，2，-…，N) 的 样本 均值 和 样本 标准 盖 。 


$6.4 ”数据 分 析 和 随机 数 生成 的 MATLAB 命令 


max, min 最 大 值 , 量 小 值 ， bar 直方 图 ; 
sort 排序 (从 小 到 大 ); hist 数据 分 组 及 直方 图 ; 
mean 均值 ; rand [9， 菇 均匀 分 布 随机 数 ， 
median 中 值 ; randn 标准 正 态 分 布 随机 数 ; 
std 标准 差 ; randperm ”随机 排列 
coy 协 方 差 矩阵 ; unidrnd 离散 均匀 分 布 随机 数 ; 
corrcoef 相关 系数 矩阵 ; unifrnd 均匀 分 布 随机 数 ; 
sum 各 元 过 和 ， normrnd 正 态 分 布 随 机 数 ; 
Cumsum 元 素 黑 计 和 ; binornd 二 项 分 布 链 机 数 ; 
prod 各 元 素 积 ， poissrnd ”Poisson 分 布 随 机 数 ， 
cumprod 元 素 累计 积 ; munrnd 多 维 正 态 分 布 随机 数 。 
其 中 自 unidrnd 以 下 的 函数 必须 有 统计 工具 箱 (stats) 支 持 。 

1. 数据 分 析 


NN， 


数据 分 析 函 数 min, max, sort, mean, median, std，sum， prod, cumsum， cumprod 等 标 


准 用 法 都 是 对 列 状 数据 进行 。 


a=min(X) 返回 向 量 X 的 最 小 元 素 。 
X=mintA) 返回 矩阵 A 每 列 最 小 元 素 构成 的 行 向 量 。 
其 他 函数 用 法 类 似 。 


例如 


»data = [11 37 291 


10 9 253 
9 46 303 
16 了 5 244 


15 70 256 
8 40 310]; 
pmax(data) 
ans 一 
16 75 310 
meantdata) , median{( data) 
ans 一 
11. 7143 58.2857 277.0000 
ans 一 
11 57 278 
atd(datay 
ANns 一 


3.0394 12.7895 26.7457 


»sum(data) 

ans 一 
82 408 1939 

»cumsum(data) 

ans 一 
11 57 291 
24 111 589 
34 177 822 
43 223 1129 
59 298 1373 
74 368 1629 
82 408 1939 


Ycorrcoeftdata】 皮 将 三 列 看 成 三 个 随机 变量 


ans 一 


1.0000 0. 8299 一 0.7832 

0, 8299 1. 0000 —0. 9633 
一 0.7832 一 0.9633 1. 0000 
2. 直方 图 


bar(Y) 作 向 量 立 的 直方 图 。 

bar(X, Y)” 作 向 量 YY 相对 于 XX 的 直方 图 。 

hist(X, k) 将 向 量 和 中 数据 等 不 分 为 kk 组 ,并 作出 直方 图 , 缺 省 值 为 k 一 10。 
[a X] = hist(Y, k) 不 作 蜀 ,N 返回 各 组 数据 个 数 ,X 返回 各 组 的 中 心 位 置 。 


yvdata= randn(1，20); 名 由 于 随机 数 的 原因 ,以 下 每 次 结果 略 有 不 同 


ysubplot(1, 2, 1); bar(vdata); 和 (如 图 6-2C(a) 所 示 ) 
一 8 一- 


》subplot(1，2，2); hist(vdata, 5); 机 (如 图 6-2(b}) 所 示 ) 
»[n, xj = hist(vdata, 5) 


nn 二 


一 1.2807 ~—0.51]0 0.2588 1.0286 1.7983 


3. 随机 数 生 成 


R= rand(m, n) 生成 (0, 1} 上 均匀 分 布 的 m 行 n 列 随 桃 矩阵 ; 

R= randntm, n) 生成 标准 正 态 分 布 的 血行 an 列 随机 年 阵 ; 

P=randperm(N) 生成 1，2，…，N 的 一 个 随机 排列 : 

R= unidrnd(N, m,; n) 生成 1,2，…, 二 的 等 概率 mm 行 hn 列 短 机 矩阵 # 

R= unifrnd(a， by my n) 生成 -a, bj 区 间 上 的 均匀 分 布 m 行 n 列 随机 数 矩 阵 ; 

R= nornrnd(mu，sigma, m, ny 生成 均值 为 mu, 均 方差 为 sigma 的 mm 行 n 列 正 态 分 
布 随机 数 年 阵 ; 

R=binornd{k; p, mn) 生成 参数 为 kxk,p 的 中行 na 列 正 态 分 布 随机 数 年 阵 。 它 模 
拟 在 上 次 重复 试验 中 某 事件 (发 生 概率 为 p) 出 现 的 次 数 ; 

R=mvnrndCmu, sigma, m) ”生成 nn 维 正 态 分 布 数据 ,这 里 mu 为 维 均值 向 量 ,sigma 
为 n 阶 协 方差 矩阵 ( 它 必须 是 正定 的 ) ,R 为 mwmXn 和 矩阵 ,每 行 代表 一 个 随机 数 。 


例如 {由 于 随机 数 的 原因 ,以 下 每 次 结果 赂 有 不 疗 》， 
ya=rand{tl, 1000): [mean(a). std(a)] 
ans = 

0.5013 0D, 2882 $ 均值 0.5 ,标准 差 1/2/sqrt(3) 
b=randn(t1l, 1000); [mean(b), std(b)] 
ans 二 

0.0597 1.0396 均值 0, 标 准 差 1 
yec=normrnd( ~ 5, 6, 1, 1000); [mean(c), sta(c)] 
aTS 一 

一 5.0679 6.0592 上 均值 一 5 标准 蔗 6 
yr=mnrnd([o, 0]', [i, 0.9; 0.9, 1], 100); 


yplot(r(:, 1), rt: 2)，'o0 多 如 图 6-3 


图 6-3 二 维 正 态 分 布 


注 : MATLAB 有 了 两 个 基本 的 随机 数 产生 函数 rand 和 randn， 它们 允许 用 户 自己 设置 
随机 数 种 子 ,车 将 种 子 设置 为 系统 时 间 ， 
rand('seed’, sun(100* clock)) 
则 可 得 到 真正 意义 上 的 随机 试验 。 由 于 内 存 或 速度 的 限制 ,矩阵 阶 数 不 宜 太 大 (一 般 在 1 
以 下 )。 


#6.5 实验 例题 


例 1 (零件 参数 设计 ) 表 6-1 给 定 引 例 中 某 设 计 方 案 7 个 零件 参数 标定 值 及 容 差 。 容 
差分 为 A_、B、C 三 个 等 级 ,用 与 标定 值 的 相对 值 表示 ,和 等 为 土 1%,B 等 为 二 5%,C 等 为 
土 155%。 


表 61 零件 参数 的 标定 值 和 容 差 


求 每 件 产 品 的 平均 损失 。 

和 解 : 可 以 假设 ?个 零件 参数 服从 正 访 分 布 。 根 据 上 表 及 标定 值 和 容 差 的 定义 ,xz 一 和 N 
(0. 1，(0. 005/3)), xzo ~ NCO.3, 0.005°), xs ~ NCO,1, (00,005/3)°), zs ~ NV.1, 
0.0057), rs ~ Nt.5, C0,225/3):), ze ~ N(16, (0.8/3)), zr~ NCO, 75, C0.0375/3):), 
下 面 的 M 脚 本 eg6 _ 1 m 产生 1000 对 零件 参数 随机 数 ,通过 随机 模拟 法 求 得 近似 解约 f= 
2900 元 。 

%M 肢 本 eg6 1.m 

clear; mu= [,.1, .3, .1, .1, 1,5, 16, .75]; 

sigma = [.005/3, .005, .005/3, .005, .225/3, .8/3, .0375/3]; 

for i=1:7 

xf iy= normrnd(mu(i), sigma(ti), 1000, 1»; 


en 十 


t= (1-2.62*(1-0.36° (x(t;, 4},. /x 2)).~ (~ 0.56)).~1,5,.., 

(x A x 2)) .~ 1.16). /x(t:, 6), /xt:, 7), 

y= x(t: 9). /xs 5 * Cal 3).7KC 2) ~ x 1))).~ 0.85; 

Y= 174.42* YY *t.~ 0.5; 

d=abs(y-— 1.,5); 

f=sun(9000* (dy0.3} +1000* (Cd¢ = 0.3).* {dy0.1))/1000 

例 2 (Monte Carlo 法 计算 积分 ) 随 机 模拟 法 也 可 用 于 求解 一 些 复杂 的 非 随 机 问题 。 
考虑 二 重 积分 


IT=| re ydrdy, 其 中 Fr 让) 之 0, Yr WEA 
A 


根据 其 几何 意义 , 它 是 以 头 z， 妨 为 曲面 顶 ,AA 为 底 的 柱 体 C 的 体积 。 用 下 列 简单 忠 路 求 1 
的 近似 值 ; 假 设 C 被 包 在 几何 体 D 的 内 部 ,DD 的 林 积 为 已 知 ,车 在 DD 内 产生 1 个 均匀 分 布 的 
随机 数 , 那 余 

P( 随 机 数落 在 C 内 )<C 的 体积 /D 的 体积 


现 产 生 在 口内 NN 个 均 名 分布 的 随机 数 ,车 其 中 Nc 个 在 C 的 内 部 ,那么 
] ax DD 的 体积 x Ne/N 
下 面 我 们 用 这 一 方法 计算 实验 四 例 1 积分 


I 二 由 vi— rdrdy 
zl 
显 热 该 几何 体 在 立方 林 |z| 委 1， ,y] 安 1,0 之 z 之 1 的 内 
部 ,立方 体 体 积 为 4。 而 恕 是 夺 十 光志 1 天 十 生生 1 六 
0。M 文件 eg6 _2.m 中 入 取 1000, 计 算得 1 = 2,624。 由 于 
随机 模拟 的 特点 ,每 次 运行 的 结果 都 有 差异 。N 越 大 结果 越 
精确 。 如 图 6-4 所 示 。 
%M 脚本 eg6 _2,m 
clear; N= 1000# 

图 4-4 例 2 团 x= unifrnd{ ~ 1, 1, N, 154 


R22 
(WW 


y= unifrnd(t - 1, 1, N, 1)s z= rand(N, 1); 
cl = (x 2+9.°2)1; ec2= (x."2+2.°2)(1; 
Nec= sum(clgc2); I ~- Nc/N”* 4 
例 3 (最 优化 计算 Monte Carlo 法 ) 用 随机 模拟 法 。 求 下 列 函 数 的 最 大 值 
fr = (1— x)sin(3r), — 2x2 


解 : 为 了 便于 理解 ,我们 先 作 留 6-5， 
yclear; close; x= — 2*pi:0.001.2* pi 
f= (1-x,” 3).* sin(3* x); plot(x, £) 
可 见 函 数 在 -6 和 6 附近 达到 最 大 值 约 200。 但 是 ,使 用 优化 算法 
-- 8 -一 


》fun= "一 (1 一 x~3).*stnf3*Xx) 


200 
x= fmin(fun, — 2* pi, 2*pi), f= -eval 150 
(fun} 
100 
太一 
30 
一 3.7505 
们 
1 二 
50 
52, 0046 


显然 结果 是 错误 的 ,原因 是 fnin 容易 陷入 局 nn 
部 极 值 。 这 也 是 许多 其 他 优化 算法 难以 克服 | 
的 一 个 困难 。 若 用 规则 格 点 搜索 法 而 步 长 选 图 65 例 3 图 
取 不 当 , 例 如 了 到 h= pi/3， 
x= -2*pipi/3:2*pi; f= —nin(eval(fun)}) 
f= 
1. 8299e 一 013 
由 于 函数 的 周期 性 造成 一 个 总 唐 的 结果 。 现 在 我 们 用 郑 机 模拟 ,就 是 随机 产生 若干 个 自 变 
量 的 值 来 搜索 ,我 们 取 13 个 点 (与 规则 格 点 搜索 法 所 用 采样 点 数 一 致 ? 
x= unifrnd( ~- 2* pi, 2* pi, 13, 1); f= ~ min(teval(fun}) 
{二 
185. 0419 
结果 要 好 得 多 。Monte Cario 法 的 主要 优点 在 于 它 是 一 个 全 局 优化 算法 。 


例 4 “中心 极限 定理 ) 设 6 日 六 my 6, … 独 立 闻 分 布 且 Et ) 三 中， Deé) = go， 则 当 


此 

& 很 大 时 ,有 一 2 近似 服从 N (k6, ko )。 

中 心 极 限定 理 表明 ,大 量 独 立 随机 变量 的 和 近似 服从 正 态 分 布 , 它 是 正 态 分 布 应 用 的 理 
论 依 据 。 下列 M 文件 eg _4. m 给 出 100 个 50, 1) 上 独立 均匀 分 布 的 和 的 分 布 。 

%M 有 脚本 eg6_4.m 

clear; close; K= 100; 

N=K; M= 100; r= rand(N, M); 

Ss= sum(r)s 

mu = meancs) 

sigm = std(s) 

[n, x] = hist(s, mi~ 5* sigma: sigma: m+ 5* sigma); 

bartx, n/M/sigma, 'r'); bold on; 

h=m-5* sigma; 0.1* siqna: mu + 5* signal 

t=exp( ~ (h—mu).~ 2/2/signa “ 2)/sart(2* pi)/sigma; 

plotth, tt， ); titie( 中 心 极限 定理 ”)， 


legend( "独立 RU 和" ,， 正 态 分 布 ) :hold off， 
.89 — 


$6.6 实验 习题 


1 《元 硬 币 ) 考 虑 将 一 校 均 匀 和 硬币 三 六 次 , 当 六 很 大 时 ,正面 出 现 的 概率 接近 0. 5, 设 
计 一 个 随机 模拟 试验 显示 这 一 现象 。 
2 (均匀 分 布 ) 利 用 rand 编写 一 个 M 函数 uni_rnd. m，, 使 之 能 生成 任意 区 间 -a, 5j 圭 
的 均匀 分 布 随机 数 mx X n 和 矩阵。 使 用 格式 为 uni _rnd(a，b，m， n)。 
3 《 正 态 分 布 ) 利 用 randn 编写 一 个 M 函数 norm _ rnd. m', 使 之 能 生成 的 正 态 分 布 
N(mu，sigma’ ) 随机 数 如 X 站 和 矩阵 。 使 用 格式 为 norm _rnd(mu, sigma, m, n)。 
4 (二 项 分 布 的 正 态 近似 )Demaorvie Laplaee 中 心 极限 定理 指出 ,车 79~B(tn, p)， + 很 
大 , 则 规范 化 随机 变量 
_? 坊 _， NO, 1) 
Te 近似 服从 No 
用 实验 进行 验证 。 
5 用 Monte Carlo 法 计算 积分 
f ep 人 -本 ) 
0 v2 
6 分 别 用 Monte Carlo 法 和 fmins 求 下 列 二 元 函数 最 大 值 ,并 通过 图 形 作出 评论 。 
flzx, y) = (x 2y | zy)exp(— x —y), lzx|<1.5, |y|<1.5 
7 ”设计 一 个 随机 模拟 实验 来 验证 大 数 定 理 。 


2x msintry 
dr, | expCzx/2)sin Cr) dx, | | exp(— x — ydrdy 
.0 


$6.7 补充 知识 :小 概率 陷阱 


1.、 二 项 分 布 随机 数 产 生 

如 何 用 最 基本 的 随机 数 函 数 rand 产生 二 项 分 布 B(a, 记 ) 的 一 个 随机 数 驶 ? 先 考 虑 
Bernoulli 试验 ,为 此 产生 一 个 (0，1? 上 均匀 分 布 随机 数 , 若 这 个 数 小 于 p, 则 试验 结果 记 为 
1 ,否则 记 为 0, 那么 试验 结果 服从 0-1 分 布 。# 个 0-1 分 布 随机 数 的 和 便 是 一 个 二 项 分 布 随 
机 数 。 下 列 M 函数 bion _ rnd. m 产生 二 项 分 布 随 机 数 ,使 用 格式 


r= bino_rndn; p, mm, nn) 


> 返回 一 个 出 二 项 分 布 Btna， 纪 随机 数 构成 的 mm X nn 阶 矩 阵 ， 
MM 函数 bion rnd. mm 
functionr = bino Fndktny 白 ，mm， mm) 
I = zeros(mm: mm)s 
主 (p401py1ina0n = roundkny) 
warning( inval id parameter’ ) 
end 
— Ei a 


for i=1: n, u= rand(nm; nn)} T=r+ (up); end 
事实 上 ,统计 工具 箱 郴 数 binornd 与 上 述 酉 数 构造 法 基本 一 致 。 
2. 小 报 率 陷 耻 
随机 试验 法 对 堆 概 率 现象 或 小 概率 事件 (往往 出 现 于 退化 情形 ) 往 往 会 敌 出 错误 结论 ， 
考虑 一 个 简单 的 约束 优化 疝 题 
例 5 max f(x) 一 ads 
一 和 十 2x, 十 2x3 守 和 0 
ZX1 十 2x2 十 2x3 妇 72 
10 妇 ze 扫 20 


1 一 汪 = 10 


显然 有 20 过 本 所 30, 10 所 放 所 20; 一]0 世 xz 16, 编 瑟 M 文 件 eg6 _5a. m 
3%M 文件 eg6 _ 5a.m 
clear: N= 50, 
x10 = 7]; x20=[]s x30=[]; vaax = -infy 
xl = unifrnd(20, 30, N, 1); 
x2 = unifrndc10, 20, N, 1)} 
x3 = unifrnd ~ 10, 16, N, 1), 
for i1=1,N 
for i2=},;N 
for i3= i: 
if 一 xl1(i1) +2* x2C12) + 2* x3(13)>> = 08,.. 
xl(i1)y t 2* x2(i2) + 2* x3(13) < = 72&... 
x1i(i1) ~ x2(i2)= =10， 
v= x1l(il)* x2(12)* x3(13); 
if vvmaxs, 
vamax = vi X10 = x1(i1); x20 = x2(12), x30 = x3(13), 
end; end; end: end} end 
x=[x10, x20, x30], vmax 
径 过 长 时 间 计 算 会 得 出 一 荒唐 结论 vrmax= 一 inf。 什 么 原因 呢 ? 由 于 约束 康 一 二 10 的 
影响 使 得 可 行 域 ( 即 约 束 条 件 界定 的 区 域 ) 在 三 维 立方 体内 是 亏 维 的 ,体积 为 零 。 这 样 三 维 
岩 机 数 进 人 可 行 域 概率 为 零 ( 约 东 zl 一 2 一 10 无 法 满足 ) ,从 而 找 不 到 可 行 解 , 最 优 解 也 就 
无 从 谈 起 了 。 
车 将 “xz 一 x 一 10” 收 为 zt 一 22 一 10 | 之 le 一 3 从 而 转化 为 正 概 率 问 题 , 则 可 求 
解 。 这 里 1e 一 3 代表 一 个 很 小 的 误差 限 。 解 得 vmax 一 2662。 但 这 样 的 求解 效率 太 低 。 
现在 我 们 将 问题 转化 为 下 列 二 维 的 ， 
max 了 一 【ze 10)7: xs 


于 十 2x 之 10， Bs 二 2x 62， 


编写 M 文件 eg6 _ 5b. m 求解 得 x= (21.6584，11.6584，13. 3831)，vmax 一 3379, 而 计算 
量 只 有 上 面 的 50 分 之 一 。 
%M 文件 eg6 _ 5b. m 
clear; N= 505 
x20=[]; x30=[]; vmax = - inf; 
x2 = unifrnd(10, 20, N, 1)} 
x3= unifrnd( — 5, 16, N, 1); 
for i2=1,N 
for 13=1:N 
if x2(i2) + 2* x3(i3)) = 10&,.. 
3* xX2(1i2) + 2° x3(13)¢ = 62 
v= (x2012) + 10)* x2(12)* x3(13); 
if vrvmax, 
Vmax = Yi X20 = x2(12); x30 = x3{13); 
end; end; end; end; 
x= [x20+ 10, x20, x30], vmax 
Monte Carlo 法 计算 量 大 ,精度 也 不 高 . 因而 中 适合 一 些 用 解析 方法 或 常规 数值 方法 难 
以 解决 问题 的 低 精 度 求解 ,或 用 于 对 一 些 计 算 结 果 的 验证 。 在 使 用 Monte Carlo 法 时 ,要 注 
意 克服 小 概率 陷阱 。 
3，Brown 运动 
Brown 运动 是 英国 植物 学 家 Prown 在 观察 液体 中 浮游 微粒 运动 时 发 现 的 随机 现象 , 现 
在 已 成 为 随机 过 程 理论 最 重要 的 概念 之 一 ， 
(1) 一 维 Brown 运动 。 下 列 M 函数 brwnm. m 给 出 了 一 维 Brown 运动 ,使 用 格式 


Lt， w] 一 brwnmtt0, 计 ， hy 


其 中 [t0，, {人 ] 为 时 间 区 阅 ,h 为 采样 步 长 ,w(t) 为 Brown 运动 (或 称 Wiener 过 程 )。 
WM 通 数 brwnm, m 
function [tw] = brwnmttO, tf, hy 
七 =t0O: hy tf; t=t’; x=randn(size(t)), 
we1) = 0; for k=1, lengtht(t) —1, wtk t+1) = wk) + x(k); ends 
w= sqrt(h)* wy w= wi:): 
(2) 车 tw (让 ,ws (都 是 一 维 Brown 运动 且 相 互 独立 ,那么 (ww (1)， wa(#)) 是 一 个 二 
维 Brown 运动 。 给 出 二 维 Brown 运动 模拟 。 下 列 M 文件 brwn2. m 给 出 20 颗 微粒 的 扩散 
过 程 显示 。 
WM 肌 本 brwn?.m 
ClLeary Close; 
tO=0; tf =1; h=0.01; x= zeros((tf - t0)/h+1, 20); 
for j=1:20, 
[t, xt:, j)] = brwnm(to, tf, bys 
92 一 


[ts, yr j)1= brwnm( to, tf, hy; 
end 
for i1=1.:1length(t), 
plot(x(i, 1:19), yi 1.19), '. 
hold on: 
Blot(x(i, 20}, yCi, 20), ‘r.', ‘markersize’, 24)} 
axis([ -了 3 -33]):; grid on; hold off,; 
pause(1l); 


,markersize', 24) ; 


end 

4. 补充 习题 

8 《X :分 布 ) 设 提 , 马 ，…，& 独立 且 服 从 NN(0, 1), 则 了 一 2 服从 自由 度 为 的 
全 分 布 , 记 为 7 一 (vwv)， 编 写 一 个 M 函数 chi2 rndC(m, n、v) ,使 能 产生 自由 度 为 tv 的 
X 分布 下头 于 随 机 矩阵 ,然后 作出 自由 度 4 的 万 分 布 密度 的 直方 图 。 

9 考虑 下 列 命题 

“任何 二 阶 方 阵 都 是 荆 道 的 ” 

很 明显 ,这 是 一 个 错误 命题 。 例 如 


1 2 1 2 
( 路 人 ， _ 
者 是 不 可 道 的 。 现 在 若 使 用 Monte Carlo 法 ,设计 如 下 试验 ， 
在 realmin 和 realmax 之 间 随 机 任 取 一 个 2 X2 乱 阵 ,检查 其 行列 式 ,车 行列 式 等 于 0， 
则 找到 反例 ,停止 ; 香 则 重新 取 一 全 ; 著 取 了 10000 个 矩阵 雪 然 找 不 到 , 则 认为 无 不 可 道 阵 。 


编写 程序 实现 上 述 试验 ,看 出 什么 问题 ?考虑 怎样 改造 实验 , 才 可 找到 不 可 道 方 阵 ? 
10 和 作出 三 维 Brown 运动 模拟 图 。 


实验 七 ”身高 .体重 与 体育 成 绩 统计 推断 


本 实验 中 我 们 将 学 习 用 MATLAB 统计 工具 箱 (stats) 命 邻 求解 参 数 估计 ,假设 窒 验 和 
多 元 线性 回归 等 统计 推断 问题 ,并 通过 一 些 实例 了 解 笋 理 统 计 的 应 用 。 补 充 知 识 介 绍 了 数 
据 预 处 理 .小 样本 检验 .分 布 拟 合 度 检 验 、 独 立 性 检验 和 非 线 性 回归 等 。 


$7,1 引 例 : 学 生 的 身高 .体重 与 体育 成 绩 


从 某 寄宿 制 中 学 高 三 学 生 中 随机 抽取 100 名 男生 的 身高 .体重 (单位 分 别 为 cm 和 kg) 
舟 居 育 课 成 绩 如 表 7-1 所 示 。 现 要 求 


表 7-] 学 生 的 与 高 ,体重 与 体育 成 绩效 据 


身高 | 体重 | 成 症 壬 涡 | 体 重 | 厂 纺 | 身 商 ( 体 下 成 续 | 身 高 | 体重 | 及 久 
167 5 85 ]79 63 EE 174 61 67 174 61 65 
179 63 93 172 59 人 4 166 48 76 173 65 76 
158 54 ?8 | 159 53 81 有 167 55 67 | 159 48 72 
187 79 91 和 167 56 83 177 65 67 170 68 32 
173 62 se8 | 163 51 66 | 182 62 73 179 66 96 
176 70 36 158 4 70 182 70 8 167 51 87 
170 57 B81 175 69 69 171 60 87 174 65 70 
179 57 76 | 14 61 86 | 175 58 75 170 52 62 
162 53 ?1 159 53 79 | 199 66 71 175 66 84 
177 67 6 | 160 Ey 88 172 61 85 168 55 76 
179 人 8 75 168 63 88 174 61 85 163 57 38 
172 81 83 169 53 81 | 169 45 70 170 63 71 
170 58 B4 171 63 85 164 57 70 177 62 79 
177 87 79 160 51 有 1 17€ 60 75 | 172 58 85 
172 62 37 165 53 67 182 73 80 167 58 87 
166 53 Bi | 174 63 87 173 59 73 159 59 88 
174 62 83 164 53 64 169 61 92 171 63 80 
171 63 63 | 180 73 83 171 54 84 179 65 79 
169 58 76 170 58 83 175 63 70 168 58 70 
167 84 85 ‖ 175 人 86 |‖ 173 65 81 160 45 83 
169 64 71 | 158 55 80 175 72 68 165 52 63 
166 53 79 | 174 €7 82 | 163 47 63 167 53 75 
163 50 30 | 162 50 85 172 62 89 | 164 56 89 
175 66 ?4 172 63 65 | 170 63 77 IT58 45 72 
173 66 91 | 166 50 se | It 68 80 | 166 50 69 


(1) 给 出 这 些 数据 直观 的 图 形 描述 ， 
(2) 根据 这 些 数据 对 全 校 学 生 的 平均 身高 利 体重 作出 估计 ; 


《3) 车 普通 中 学 同龄 男生 平均 身高 为 168. 3cm, 平 均 体 重 56.2Kg, 能 和 否认 为 该 中 学 男生 
身高 和 体重 与 普通 中 学 相 比 有 显著 区 别 ? 
C4) 身高 和 体重 对 体育 成 绩 有 何 影 响 ? 


$7.2 数学 理论 复习 :数理 统计 的 基本 概念 


科学 研究 的 目的 是 发 现 事 物 的 规律 性 ,经 上 典 的 问题 可 通过 物理 定律 建立 机 理 上 的 规律 ， 
而 缺乏 本 质 规律 认识 的 问题 ,往往 要 通过 对 事物 发 生 现 象 的 分 析 来 进行 推断 。 数 据 是 事物 
现象 的 反映 ,是 科学 推断 的 具体 依据 。 例 如 在 国民 经 济 的 投入 产 出 分 析 中 ,消耗 矩阵 往往 是 
未 知 的 ,那么 我 们 可 以 利用 投入 量 和 产 出 和 量 的 几 组 记录 通过 求解 矩阵 方程 求 得 消耗 矩阵 , 即 
贸 民 经 济 各 部 门 间 的 恢 赖 规律 。 但 是 由 于 现实 世界 的 复 淋 性 ,这 样 的 分 析 往 往 基 不 可 靠 的 ， 
因为 数据 测量 带 有 误差 ,而 模型 本 身 也 常常 是 理想 化 的 。 如 用 线性 近似 非 线 性 ,定常 近似 时 
变 , 次 要 因素 的 忽 赂 ,不 可 测 因素 的 忽略 等 都 会 影响 到 结论 的 有 效 性 。 从 数理 统计 学 观点 来 
看 ,测量 数据 是 概率 分 布 的 一 个 抽样 ,具有 一 定 的 随机 性 (有 些 模型 本 身 就 是 随机 分 布 ) ,我 
们 的 任务 是 从 数据 中 分 离 出 随机 因素 的 成 分 ,从 页 挖掘 出 事物 规律 性 的 成 分 。 进 行 这 样 的 
分 析 建 立 在 收集 大 量 数据 的 基础 上 , 称 为 统计 分 析 . 

1， 总 体 和 样本 

所 谓 总 体 ( 或 称 盘 体 ? 就 是 一 大 批 具有 特定 意义 的 待 分 析 的 请 宙 数 据 , 数 学 上 用 一 个 未 
知 的 概率 分 布 表示 ,但 在 多 数 情况 于 , 它 的 分 布 类 型 是 已 知 的 ,只 是 某 些 参数 末 知 。 例 如 总 
体 服从 正 态 分 布 Na， es) ,其 中 ,qf 未知。 总体 的 一 部 分 数据 mn ，za，…，z 称 为 一 个 
容量 为 n 的 样本 或 子 样 。 统 计 椎 断 就 是 根据 样本 (总 体 的 一 部 分 ) 对 总 体 进行 推断 。 但 怎样 
获取 样本 会 直接 影响 统计 推断 的 结果 ,理想 的 样本 是 相互 独立 的 且 与 总 体 辣 分 布 。 

2， 统 计量 

不 含 未 知 参 数 的 样本 的 函数 称 为 统计 量 , 它 是 样本 特征 的 反映 ,选取 一 个 正确 的 统计 粳 


是 统计 推断 的 关键 , 儿 个 最 基本 的 统计 其 是 

(1) 样本 均值 去 = 二 >)z 反映 了 样本 取 什 的 中 心 。 

(2) 样本 中 位 数 将 zz， Xa Tn 从 小 到 大 硕 序 排 为 TA Tn + Tenys 那么 车 
n= 2 一 1， 中 位 数 为 Za: 车 n= 28， 中 位 数 为 《re 十 xr 72。 中 位 数 也 是 样本 中 心 特 


征 , 它 是 这 样 一 个 值 ; 比 它 大 的 值 与 比 它 小 的 值 一 样 多 。 
(3) 样本 方差 ?一 -了 了 > (z 一 局 ?*， 樟 本 标准 整 *- YY 冯 映 了 样本 的 对 于 均值 的 
仿 离 程度 ， 样 本 极 差 zs xcs 也 是 离散 程度 的 反映 。 
(4) 样本 协 方差 cov(z，y) = 了 (zi 一 妈 (y, 一 忆 ， 梓 本 相关 系数 "(xz， 2) 一 


SE 1 相关 系数 反映 了 样本 Tl Tor 与 样本 y1， Yes Ty Yn 的 线性 相关 关系 ， 


其 中 s.，s, 为 样本 标准 差 。 若 + 接近 1,x 较 大 时 3y 也 较 大 ; 若 接近 一 1 说明 工 较 大 时 y 较 
小 ;车 了 接近 0 说明 z 与 y 取 值 大 小 无 线性 相关 关系 ,总 之 |r| 接 近 1 说 明 线 性 关系 密切 。 


当 坟 足够 大 时 ,样本 均值 和 样本 标准 莽 结 合 起 来 大 致 地 描述 了 数据 的 分 布 结构 ;大约 


68 吧 落 在 (一 5 下 十 5 之 内 ,而 有 大 约 95 好 在 《一 25, 到 十 28) 之 内 ,几乎 所 有 数据 在 
( 开 一 ds， 工 十 45) 之 间 。 

3， 抽样 分 布 及 其 p 分 位 数 

统计 晤 的 概率 分 布 称 为 抽样 分 布 ,最 常用 的 
抽样 分 布 有 zx 分 布 ( 即 标准 正 态 分 布 ) .f 分 布 、 友 
分 布 .分 布 等 ， 一 个 随机 变 量 # 的 p 分 位 数 x， 
定义 为 

Plé< r=p,0RpEl 

如 图 7?-1 所 示 。 


及 7-1 pgp 分 位 数 


$7.3 MATLAB 统计 分 析 工 具 箱 


MATLAB 的 统计 分 析 工 具 箱 stats 提供 了 丰富 的 统计 分 析 函 数 ,除了 实验 六 介绍 的 随 
栅 数 产生 外 ,还 有 概率 分 布 ,参数 估计 .假设 检验 、 钱 性 和 非 线性 模型 .试验 设计 等 。 干 面 仅 
介绍 一 些 本 实验 用 到 的 内 容 , 其 他 参见 附录 。 


normpdf 正 态 分 布 密度 ; ttest i 检验， 
normcdf 正 态 分 布 分 布 琐 数 ; ttest2 双 样 本 上 检验 ， 
norminv 正 态 分 布 疡 分 位 数 ; regress 回归 分 析 ; 
tinv 1 分布 bp 分 位 数 ; rcoplot 回归 分 析 残 差 图 ; 
chi2inv YX 分 布 五 分 位 数 ， nlinfit 非 线 性 回归 ， 
Einv 下 分 布 思 分 位 数 ; niparci 非 线 性 回归 精度 ; 
normfit 正 态 分 布 参数 估计 : nipredci 非 线 人 性 回归 预测 。 
ztest zt 正 态 ) 检 验 ; 

1. 正 意 分 布 


y=normpdf(x, mu， sigma) 返回 参数 为 mu 和 sigma 前 正 枪 分 布 密 度 函 数 在 处 的 
值 , 即 


1 exp{ 一 mo 
?了 Vv 2nsigina 2sigma /° 


p= normdf (Cx, mi, sigma) 正 态 分 布 函数 值 , 即 p = | normpaftr， mu，sigma)dz。 
| < norminvCp; mu，Sigma) ”normcdf 的 道 函 数 , 即 分 位 数 ， 


例如 (如 图 7-2 所 示 》， 
ya= normpdf(90, 80, 10) - normpdft70, 80, 10) 
a 二 
0 
》b = nornmcdf(90, 80, 10) - normcdf{70, 80, 106) 
b= 二 
96— 


0. 6827 
p= (1-b)/2; c= norminv(p, 80, 10) 


c= 


70 
$d= norminv(l —p, 90, 10) 
4 一 图 7-2 正太 分 布 的 概率 
30 


2. + 分 布 ,x 分 布 ,下 分 布 


x=tinvtp, n) ”自由 度 为 n 的 1 分 布 p 分 位 数 。 
x= chi2inv(p， n) ”自由 度 为 n 的 光 分 布 p 分 位 数 。 
x= finvlp, mn) 自由 庆 为 mn 的 了 分 布 p 分 位 数 。 


例如 
》xL = tinv(0.05, 10), x2= tinv{(0.95, 10) 
X1 一 
一 1.8125 
X2 一 
1, 8125 
$7.4 统计 推断 方法 
1. 参数 估计 


在 统计 推 斯 中 ,总 体 参 数 未知, 需要 根据 样本 zi ，z，…，zx; 估计 # 的 值 。 参 数 估计 
分 为 两 类 :点 估计 和 区 间 估 计 。 点 估计 就 是 直接 给 出 9 的 估计 值 ,如 “8 大 约 等 于 1.3”。 但 
点 估计 缺乏 对 估计 精度 的 说 明 。 区 间 估 计 给 出 9 的 估计 值 区 间 ,并 附加 一 个 概率 ,如 “6 的 
95% 置 信 区 间 是 [1. 24，1. 36]”, 含 意 是 :9 在 [1. 24，1. 36] 内 的 概率 为 0. 95。 

设 有 总 体 F(z， 站 ,其 中 参数 8 未 知 , 现 有 来 自 ECzy 全 的 一 个 样本 zi， za， ZXn* 要 
佑 计 6 的 值 。 如 有 区 间 CI = [9., 名 J] ,使 得 


Pi Th) = 1—a 


称 CI 为 8 的 100(1 一 a)% 置 情 区 间 。 
设 二 为 正 态 总 体 Nt ,此 ， 5 未 钴 ,7r， 如 ar 为 样本 ,那么 上 和 a 的 点 估计 分 
烈 为 
A= Xo 于 


它们 的 100(1 一 a)% 的 置信 区 间 分 别 为 


一 s 一 号 
全 -ae 一 D 记 ， zt 一 D 声 ) 
一 2 一 . 


stats 因数 normfit 完成 上 述 情 计 ,其 使 用 材 式 


( (ne 1)3 


(ne— 1)s ) 


Xs nn 1)" x (rn—1) 


其 中 


[ 


x: 列 状 样本 数据 ; 
alpha: wa 值 ; 
muhat; 下 的 点 估计 ; 
sigmahat: g 的 点 估计 ; 
mnuci: 六 的 置信 区 间 ; 
sigmari: ez 的 置信 区间。 


[muhat, signahat, mci, sigmaci] = normfit(x, alpha) 


例如 ， 


S$ x= randn(20, 7); [a, b, aci, bei] = normfit(tx, 0.1) 


刀 王 


0.3470 


1. 0482 


一 0. 7523 
0. 0583 


0. 8322 
1, 4365 


0. 2509 


0. 8670 


—0, 0844 
0. 5861 


0. 6883 
1. 1882 


一 个. 0324 


1.0260 


一 4291 
0, 3643 


D, 8146 
1. 4060 


一 0. 4589 


0. 6847 


—0.7236 
一 小 1942 


b. 5436 
0, 9383 


0. 1966 


0. 9873 


=- 0.1851 


0. 5784 


0. 7839 
1. 3531 


理论 上 a 一 0,5 一 1, 结果 约 有 90%% 置 依 区 间 套 住 真实 值 。 本 例 给 出 7 组 估计 值 , 其 中 6 对 


—0.2252 0. 2460 
b= 
0. 8829 1. 1438 
acj 一 
一 0.5666 一 0.1963 
0.1162 0.6882 
bo 一 
0. 7010 0. 9081 
1.2100 1. 5675 
套 住 真 实 值 。 
2. 假设 检验 


许多 统计 推断 常 涉及 对 某 假设 的 正确 性 作出 “是 ”与 “省 ” 的 判决 ,例如 某 广 产 品 是 否 合 
格 , 某 数学 模型 是 否 与 现实 相符 等 。 在 这 类 问题 中 ,我 们 往往 是 要 判断 手 尖 的 数据 是 否 与 某 
假设 ( 称 为 零 假设 或 原 假设 Hu ) 明 量 不 符 , 所 以 也 称 为 时 着 性 检验 。 根 据 不 利于 Hs 的 数据 
偏向 提出 与 之 对 立 的 假设 ( 称 为 备 择 假 设 或 对 立 假设 可)。 在 统计 检验 中 ,如 果 你 想 分 析 
某 事件 是 否 明显 ,那么 通常 此 事件 是 瑟 | 。 晴 论 常 如 * 在 显著 性 水 平一 0.05 下 ,拒绝 Ho”， 
会 义 是 :推断 为 “ 教 据 与 末 明显 不 符 ”, 这 一 统计 推断 结论 可 能 错误 ,但 错误 概率 只 有 0.05。 
设 序 ， zr，…， ZX 为 来 自 正 态 总 体 * 的 样本 ,其 均值 # 未 知 ,方差 已 知 ， 


再 ,下 二 内， 有 天 内 (或 由 人 和， 二 各) 


检验 统计 量 Z = 


人 NC0, 1 ,拒绝 域 1Z|> ws (或 2 由 2 一 to。 如 略 73 


dv 


所 砂 。 即 使 总 体 非 正 态 或 未 知 , 只 要 样本 容量 了 相当 大 (一 般 要 求 大 于 45)，, 仍 可 以 禅 本 
标准 差 ;代替 a 计算。 


了 J 上 

ef 全 和 Ee 
如 Eq 0 着 他 x 
{ny thy fcy》 


图 7-3 备 种 假设 检验 
{a) 双边 《hb) 右边 《e) 左 过 


stats 画 数 ztest 给 出 = 检验 法 。 使 用 格式 


th, sig]l = ztest(x, m, signa, alpha, tail) 
其 中 

x: 样本 列 向 量 ; 

m: Ho 

sigma: os 

tail: 0 表示 双边 检验 《万 :4 关 p06} 缺 省 值 ): 
1 表示 右边 检验 {Hip > Hn} 
一 1 表示 左边 检验 (HA < 7) 

alpha: 显著 性 水 平 e 缺 省 值 0. 05)， 

h 返回 1 表示 拒绝 互 。 ,返回 0 邢 示 接受 Ho; 

sig: 返回 临界 值 拒 绝 概 率 ,sig < alpha 时 用 二 1。 


例 J] (比例 答 蛤 ) 基 外 商 声 称 ,他 提供 给 工厂 的 某 种 零件 至 少 有 95 中 是 符 合 规范 的 ， 
现 测 试 了 200 台 这 种 设备 ,发 现 有 15 台 是 不 符合 规范 的 .在 显著 人 性 水 平一 0.05 下 ,能 否 


相信 该 外 商 的 声称 是 真实 的 ? 
解 ， 设 总 体 是 一 个 0-1 分 布 随机 变量 
0， 不 符合 规范 
& 一 ， Pt = 1)}= 
1， 符合 规范 “人 


样本 值 可 视 为 18 个 0,182 个 1 
Ho:p = 各 .95 Hi:p < 0.95 


由 于 样本 容量 200 很 大 ,可 使 用 大 样本 Z 检验 ztest。 
» clear; x= Lonest1, 185), zeros(1, 15) |; 
» [h, sig] = ztest(x, 0.95, stdtx), 0.05, -1) 
上 一 

0 


sig= 
一 #9 一 一 


0.0903 
据 此 ,接受 H,, 即 从 统计 意义 上 采信 该 外 商 的 声称 。 
，3,， 钱 性 同 归 
设 有 多 元 线性 回归 模型 


了 二 Tl 十 页 芝 rs 十 和 二 Ty +e 
其 中 ~ NCO, oa) 。 令 有 p= Ch, De "rs b,)', 不 二 《1， Tas To) 上 式 表 示 为 
二 xb+e 


现 获得 y 和 zx，x:，*…， zs 的 a 组 观察 值 ( 当 回归 模型 中 考 卢 常数 项 ,等 价 于 zl 取 常 数 1)， 
要 求 刀 的 估计 值 。 设 Y 入 分 别 为 相应 观察 值 的 2 x 1 和 交 X 娟 矩阵 ,出 户 的 估计 值 


BoxX) XY 
对 于 任意 的 y 和 xz， zx，*…， x, 的 m 组 观察 值 , 均 可 得 到 回归 系数 8。 楼 判断 这 一 模型 的 有 
效 性 ,还 要 通过 对 于 残 差 7 二 Y 一 X 有 的 分 析 以 检验 
HosB=0, HisB8A od 
stats 函数 regress 给 出 线性 回归 方法 。 使 用 格式 


[b, bint, r, rint, stats] = regress(y, x, alpha) 


其 中 

y: y 的 数据 x Xx 1 向量 ; 

x: 工 的 数据 n X 户 矩阵; 

pb, 8 的 估计 和 值 ; 

bint: 5 的 置 朱 区 间 ; 

r; 残 兰 r= 二 YY 一 下 A 3 

rint; r 的 置信 区 间 ; 

stats: 1 X 3 检验 统计 量 , 第 一 值 是 回归 方程 的 置信 和 度 , 第 二 值 是 天 统计 量 值 ， 
第 三 值 是 与 统计 晤 相 应 的 p 值 ,很 小 说 明 回 妇 方程 系数 不 为 0。 

训 使 用 rcoplot(r, rint) 作 出 残 差 图 ， 


例如 ;车 y= 2 十 0. 5zx 十 ,EE 一 N(0, 0.1) 
Dx= rand(10, 1); 
x= [onest10, 1), x|; 
y=x* [2; 0.5j+0.1*randn(10, 1); 
yb, bint, r, rint, stats| = regress(y, x); 
»b, stats 

b= 

2, 0575 

一 100 一 


0. 4281 
stats 


0. 7306 21, 6933 0.0016 


可 见 系数 估计 基本 正确 ,stats 第 一 值 是 回归 方程 的 置信 和 度 , 超 过 ?0%, 第 三 值 表 明 当 显著 性 


水 平 大 于 0.9016, 拒 绝 “H0:b 二 0”, 即 认为 回归 模型 成 立 。 


#7.5 实验 例题 


例 2 (学 生 的 身高 .体重 与 体育 成 绩 ) 现 在 我 们 回头 解决 引 例 中 的 三 个 问题 ,如 图 ?-4 


所 示 。MATLAB 程序 文件 是 下 列 eg7 _ 2,m 


的 
体重 (kB) 
thy 


图 7-4 学 生 数 据 直 方 图 
(1) 我 们 利用 hist 画 直 方 图 ,基本 可 认为 服从 正 态 分 布 。 并 计算 得 


datamean 一 % 身 高 .体重 .上 成绩 均 值 
170,1100 59. 2300 78, 3300 
datastd 一 外 身高 .体重 成绩 标 准 差 


6.0834 7.2235 -8,1679 
《2) 是 一 个 参数 估计 问题 ,利用 normfit 得 到 


h_ hat= 5 身高 估计 值 
170, 1100 

h _ ci= 号 身高 95 吕 置信 区 间 
168. 9029 
171. 3171 

Ww _ hat= % 体 重 估计 值 
59. 2300 

Ww qi 一 5% 体 重 95% 置 信和 区 间 
57. 7967 
60. 6633 


(3) 这 是 一 个 扔 设 检验 问题 ,对 于 身高 
Ho;h 一 168.3 再 1;h 天 168.3 


对 于 体重 
HO: w= 56., 2 Hl,w 56. 2 


一 I0f 一 


总 体 方差 未 知 但 n = 100 相当 大 ,用 ztest 检验 。 显 著 性 水 平 0.05 。 


h_reply 一 % 拒 绝 Ho, 即 身高 有 显著 区 别 
1 

Rsig 一 外 值 很 小 ,结论 月 把 担 
0. 0029 

w _ reply= 刀 掉 绝 H0, 即 体重 有 显著 区 别 
] 

Ww _ stg 一 


6.3338e 一 007 ” 听 值 很 小 , 铺 论 有 把 所 
(4) 我 们 从 两 个 方面 来 看 ,首先 计算 相关 系数 得 
Cor= 
1.0000 0. 8492 0. 1834 
0. 8492 1. 0000 DO. 1750 
0. 1834 0.1750 1. 0000 
可 见 身高 与 体重 相关 性 明显 (相关 系数 0. 85) ,而 成 绩 与 身 商 或 体重 相关 系数 都 很 小 。 说 明 
身高 或 体重 对 体育 成 绩 几 乎 没有 影响 ， 这 与 散 点 图 分 析 唤 台 。 如 图 7-5 所 示 。 


130 30 


男 了 75 学 生 数 据 相 关 力 


若 用 regress 建立 线性 回归 模型 ,得 s 一 45.2 十 0.1676h 十 0.0779w 
b = 
45.2152 
0.1676 
,0779 


stats = 
0. 0350 1.7569 0.1780 
但 stats 的 值 吉明 在 显著 水 平 0. 05 下 模型 不 成 立 。 残 差 图 有 4 个 异常 点 。 如 图 7-6 所 示 。 
%M 文件 eg7 _ 2. 

clear; close; 
data=[167 50 85 
179 63 93 
区 (数据 省 咯 ) 
166 50 69]; 

一 102 一 


resilual Case order piot 
30 


"| | | | 

: 1 Whale peat th pl 
i | 地 pi i i 中 Li 出 i 

-20 | 

一 10 加 和 各 人 0 0 Rn 让 ET 

tasc AUDET 
图 7-6 回归 分 析 残 垫 图 
$ 均值 和 标准 差 


datamean = meant data} 

datastd= std(data) 

$ 作 图 

h=datat:, 1); w= data(t:, 2)} SS= datat:, 3)} 
subplot(1，3, 1); hist(h); title(' 身 商 ')，; 
subhplot(1,，3, 2); hist(w); titlet 体重) 
subplor(1，3, 3);} histts)} title(' 体 育成 绩 ); 

$ 参数 估计 

[h_hat, temp, h ci]=noramfit(h, 0.05); 

h_hat, h_ci 

[w_bhat, temp, w_ci]=normfit(w, 0.05); 

w_ hat, w_ ci 

# 假设 检验 

[h_reply, h sig]=ztest(h, 168.3, std(h), 0.05) 

[w_ reply, w_ sjig] = ztest(w, $6.2, std(h), 0.05) 
相关 性 分 析 

Cor = corrcoef (data) 

figure! 

subpiot(1, 3, 1); plot(h, w，'0')} title(' 专 高 一 体重 ')， 
subplot(1,3, 2); plot(h, s，'0'); title( "身高 一 成 绩 ); 
subplot(1, 3, 3); plot(w，s，'o ); title( 体重 一 成 绩 ?4 
% 回归 分 析 

x= [ones(100, 1), h, wl]: 

[b, bint, r, rint, stats] = regress(s, x, 0.05);3 

b, stats 

figure; rcoplot(r, rint) 
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$7.6 实验 习题 


1 在 上 海 市 环境 卫生 管区 ,操作 工程 师 是 在 有 竞争 性 的 公务 员 考试 基础 上 被 录用 的 。 
1998 年 有 223 人 申请 15 份 工作 ,考试 分 数 排列 在 下 面 ,将 其 按 增 加 的 顺序 排列 并 作出 数据 
芍 直 方 图 .在 此 基础 上 ,有 人 指控 评分 是 在 操纵 下 进行 的 ,你 能 解释 为 什么 吗 ? 

34 35 84 64 67 74 43 58 60 90 92 8 

78 47 84 6 80 53 66 39 39 37 45 75 

47 93 5 44 29 48 83 57 33 45 80  é€1 

48 66 63 44 93 43 和 26 37 33 39 39 

30 69 45 76 47 45 43 60 54 45 52 的 

42 58 53 62 71 43 和 83 80 74 51 31 

50 47 36 5 48 84 58 93 33 53 52 ?73 

30 69 53 39 69 42 52 44 57 36 43 52 

67 61 32 30 B82 52 30 60 8 56 55 32 

53 81 49 91 65 54 31 58 851 68 82 75 

58 48 51 92 71 58 8 27 69 59 48 49 

91 84 61 68 48 5 7 44 57 95 95 34 

69 39 34 4€ 45 58 69 56 46 58 54 54 

92 37 84 37 74 42 60 83 62 46 46 -47 

48 61 61 37 69 55 80 36 54 9 50 67 

61 46 63 48 39 35 1 42 67 43 46 33 

49 72 60 44 4 37 58 83 37 60 0 色 

27 31 27 6 27 5 56 55 41 40 59 93 

43 57 84 45 30 2 33 


2 表 7?7-2 给 出 了 1930 年 各 国人 均 年 消耗 的 烟 支 救 以 及 1950 年 男子 死 于 肺癌 的 死亡 
率 ( 注 :研究 男子 的 肺 癖 死 亡 率 是 因为 在 1930 年 左右 极 少 的 妇女 狼烟 ,记录 1950 年 的 肺癌 
死亡 率 是 因为 考虑 到 吸烟 的 吝 应 要 有 一 段 时 间 才 能 显现 ) 。 


衣 ?72 


1950 年 拇 百 万 
盘子 死 于 种 关 人数 


1930 年 人 均 
烟 消 耗 姐 


480 180 
500 


380 


170 


二 6 
2 


《1) 画 出 该 数据 散 点 图 ， 
(2) 该 散 点 图 是 否 表 明 在 吸烟 多 的 人 中 间 肺 癌 死 亡 率 较 高 ? 
(3) 计算 两 列 数据 的 相关 系数 。 

一 I04 — 


3 下 图 中 的 6 个 散 点 图 分 别 具 有 如 下 相关 系数 
0.85, ~—0.38, OO—1.00, 0.06, 0.60, 0.97 


请 将 相关 系数 与 散 点 图 相配 。 


~ 


+ 
-+ 


Ce) +f) 
图 77 时 3 图 
生 (两 个 总 体检 验 ) 设 Hi das 为 来 自 正 态 总 体 放 均值 所 全 方差 @) 的 样本 ，,y， 和 
a 为 来 自 正 态 总 体 ? 的 样本 《均值 Hes 方差 A 9 Ha Hs 已 辑 }) , 且 煌 互 独 立 ， 
起 髋 大 。 


Ho = pt Hist 闫 Lot 或 > pp ) 


检验 统计 量 U 一 过 二 也- ~ N(0, 1), 写 出 拒绝 域 并 编写 MATLAB 程序 。 
可 也 


5 某 大 学 随机 他 到 200 名 男生 和 100 名 女生 ,查阅 他 们 的 微 积分 期 终 成 绩 ,结果 发 现 
男生 的 平均 分 为 ?3 分 ,标准 差 为 17 分 ;女生 的 平均 分 为 76 分 ,标准 差 为 15 分 ,所 观察 到 的 
数据 能 否 断 言 女 生 的 数学 成 绩优 于 男生 ? 如 困 标 淮 差 分 别 为 ?分 和 5 分 嘱 ? 

6 某 保健 食品 商 声称 学 生 服 用 该 保健 食品 一 个 月 后 能 提高 他 们 的 数学 能 力 和 成 绩 , 为 
了 查 明 此 保健 食品 是 否 真 的 那么 神 , 设 计 了 一 次 实验 :随机 地 选取 500 名 学 生 , 并 将 他 们 随 
机 地 分 为 两 个 组 , 甲 组 服用 保健 食品 ; 己 组 服用 模样 ,品味 与 保健 食品 一 样 的 葡萄 糖 丸 。 两 
组 同学 以 为 自己 在 服用 保健 食品 ,一 个 月 后 进行 一 次 数学 考试 ,结果 甲 组 前 平均 分 是 73 分 ， 
标准 差 为 18 分 ! 乙 组 的 平均 分 是 71 分 ,标准 差 为 17 分 ,其 闻 的 差异 是 由 于 机 会 变异 引起 
还 是 保健 食品 下 的 起 了 作用 ? 

7 20 世纪 60 年 代 , 美 国 提 出 了 一 种 “ 锡 收 入 税 ”, 对 爸 收 入 进行 补助 而 不 是 向 他 们 收 
税 ,这 项 福利 计划 会 造成 受益 人 不 工作 吗 ? 在 新 泽 西 州 的 云 个 城市 做 了 一 项 实验 来 寻求 答 
案 。 母 体 由 这 些 城市 的 1 万 个 低 收 和 人 家庭 组 成 ,从 中 随机 选 出 225 个 家 庭 实施 负 收入 税 ， 
400 个 家 诗作 为 对 照 ,假定 这 400 个 家 庭 不 会 因为 他 人 获 补 助 而 对 自身 产生 影响 。 对 这 625 
个 家 庭 跟 踪 3 生 。 
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(1) 对 照 组 家 庭 在 3 年 期 间 平 均 受 和 雇工 作 7000 小 时 ,标准 差 是 3900 小 时 ; 获 益 家 庭 则 
半 均 受 雇工 作 6200 小 时 ,标准 次 是 3400 小 时 ,两 个 平均 数 之 问 的 差 明 属于 机 会 变异 吗 ? 

《2) 对 照 组 中 ,88 癌 的 户主 受 座 , 而 实施 贷 收入 税 的 家 庭 中 ,82 的 户主 受 筷 ,这 两 上 百 
分 数 之 间 的 差异 是 统计 显著 的 吗 ? 

8 .得 到 某 商品 的 需求 量 .消费 者 的 平均 收入 .商品 价格 的 统计 数据 如 表 7-3 所 示 ,建立 


回归 模型 并 进行 检验 ,估计 平均 收入 为 1000 ,价格 为 6 时 的 商品 需求 量 。 
表 7-3 
需求 攻 100 ?5 80 70 50 85 90 J00 110 60 
收 人 1000 B00 1200 SOU 300 400 1300 Ti00 1300 300 
价格 5 了 6 6 吕 7 5 4 3 9 


9 某 人 记录 了 21 天 使 用 空调 器 的 时 间 和 使 用 烘 于 器 的 次 数 ,并 监测 电表 以 计算 出 每 
天 的 耗 电量 (KWh) 与 空调 器 使 用 的 小 时 数 和 烘 干 器 使 用 次 数 之 同 的 关系 ,记录 数据 见 表 
7.4, 试 建立 并 检验 回归 模型 ,诊断 是 否 有 异常 点 。 


表 ?4 

序 号 1 2 3 4 5 6 ? 8 9 10 i1 
耗 电 世人 kWh} 35 63 BI 17 D4 ?9 98 66 8 82 78 

小 时 数 1.5 4,5 5.0 2,0 8,5 6.0 13,5 8.0 12.5 7.5 6.5 

使 用 次 数 1 2 2 0 3 3 | 1 1 2 3 
一 一 -一 一 二 一 一 一 

序 号 12 13 1 15 16 17 18 19 20 21 
耗 电 乱 (kwh) 65 77 79 62 85 43 57 33 65 33 

小 时 数 8.0 7,5 83.0 7,65 12.0 .0 2.5 5. ?.5 6.0 

使 用 次 数 1 2 2 1 1 0 3 0 1 0 


#7.7 补充 知识 : 非 线 性 回归 


1. 坏 数据 去 除 

著 确 认 列 状 数据 为 来 自 同一 总 体 的 样本 ,那么 绝 大 部 分 数据 应 在 均值 的 4 或 5 个 标准 
偏差 之 内 , 因 一 些 外 在 因素 往往 会 有 一 些 * 坏 数据 "(异常 大 或 异常 小) 混杂 其 中 ,这 些 “ 坏 数 
据 " 往 往 会 严重 影响 统计 量 的 计算 结果 ,从 而 影响 统计 推断 的 正确 性 ,所 以 庶 该 去 除 。 男 一 
种 方式 是 按 一 定 百分比 期 除 掉 最 大 和 最 小 的 一 部 分 数据 ,例如 各 删除 2. 5 总。 坏 数 据 去 除 
后 ,统计 量 需 重新 计算 。MATILAB 统计 数据 箱 函 数 trimmean 提供 了 后 一 种 方式 。 


rine det, percent) 握 略 数据 F 下 各 Ps 后 的 均值 ， 0{=percent{=100, 


设 列 状 数据 为 cdata, 可 用 下 列 M 函数 trim. m 去 除 “ 坏 数据 "默认 按 4 售 标准 偏差 ， 
WM 函数 trim mm 
function data = trim(data, outval) 
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多 去 除 二 数据 ,包括 Na8，Inf 和 措 常 大 小 数据 
和 data: 列 状 数据 ,每 列 来 自 一 个 总 体 
第 outval: 系 数 因子 , 离 均值 超过 outval 倍 标 准 差 被 判 为 异常 大 小 ,默认 值 为 4 


if nargint2,06utval = 4; end 


outliers = (isnan(data) |abs(data) == inf); 
[n, m|= size(data); mu = mean(data); sigma = std(data): 
outliers = outliers + (abs(data— 
ones(r, 1)* mi))outval* ones{n, 1)* sigma); 
if m}1, 
datatany(outliers’),;)=|[|]; 
1 5E 
data(find(outliers’),:) =[]} 


end 


然后 在 命令 窗口 用 
》clear;i c = [onest100, 1);100]; % 全 有 一 个 不 正常 的 太 数 100 


Smean(te), trimmeantc, 5) %trimmean 忽略 上 下 各 2. 5% 的 均值 
总 日 与 = 
1. 9802 
Uns 
1 
》c = trim(c); nean(c) % 坏 数据 已 被 清除 
2ns 一 
1 


2， 单个 正 态 总 体 期 望 的 上 检验 [小 样本 检验 ) 
若 +n 不够 大 且 方 差 of 未 刘 ,z 检验 ztest 不 能 用 。 对 于 正 态 总 体 , 可 用 上 检验 ， 检验 统 
计量 了 = i iin 一 1), 拒绝 域 | 了 | 全 下 (或 了 所 二， 卫生 和)。stats 盟 数 ttest 
s /Vn 
给 出 :检验 法 。 使 用 格 成 


] [h, sig] = ttest(x, m, alpha, tail)} 


参数 合 义 同 ztest。 

3。 两 个 正 态 总 体 期 望 的 上 检验 (小 样本 检验 | 

设 让 1 Tos +s Tm 为 来 各 正 态 总 体 RAT FF) 样本 ,v1， zi Yn 为 来 自 正 坊 总 体 
NGCas， 刀 ) 样 本 (5 "Hs 6 未知 ), 且 相 二 独立 ， 


He:t) = 凡 ， 万 :4 天 上 (或 向 i Hz) 
一 了 7 一 


— Ds (no 1 
mn 一 2 


检验 统计 量 了 = 一 ~ tm 十 # 一 2), 其 中 5。 -/ 包 
/ET 


拒绝 域 | 了 1 ,sl 或 丁 半 ws 了 < 之 4) ,使 用 stats 函数 ttest2。 使 用 翌 式 


| 
| Lh, sig] = ttest2(x, y, alpha, tail) | 


参数 含义 与 ztest 类 似 。 
例 3 对 两 种 牌子 的 毛纺 织品 进行 强度 试验 ,已 经 测 得 数据 ( 磅 /平方 英寸 ) 见 表 ?-5。 


于 75 
甲 更 i38 127 134 125 
乙 有 租 i154 157 135 140 130 134 


设 毛纺 织品 强度 服从 正 态 分 布 , 取 a = 0.05, 问 两 个 牌子 的 毛纺 织品 平均 强度 是 悍 有 
显著 差异 ?《 设 方差 相等 》 

解 : 本 问题 是 两 正 态 总 体 期 望 的 假设 检验 问题 。 设 如 ,ws 分 别 为 两 个 牌子 的 毛纺 织 郧 
平均 强度 ， 


Host = 1a, Hi:thy FH 


利用 :检验 ttest2 解决 。 
yciears x= [138 127 134 125]s y=[154 157 135 140 130 134]; 
Lh, sig] = ttest2(x, Y) 
b= 
0 
Si 一 
0. 1239 
可 匈 不 应 拒绝 B , 即 应 认为 二 者 无 明显 差异 。 
4， 拆 合 度 大 检验 
假定 样本 S 有 上 个 可 能 的 大 体 取 值 或 有 个 分 组 ,实际 组 频数 分 别 为 zi tt， 工 
(一 般 要 求 太 于 3)。 现 在 要 分 析 这 批 数据 与 一 已 知 概率 分 布 已 是否 相符 。 
五 ,:S 来 自己 ,万 :5 不 来 自己 


检验 统计 量 x? 一 Ds XY 一 1), 其 中 p, 是 分 布 相应 于 个 分 组 的 理论 组 


频数 。 拒 绝 域 x 好 、。 下列 M 函数 chi2test.n 给 出 这 一 检验 法 。 
%M 也 形 chi2test. m 
function [h, sig] = chi2test(n, x, p, alpha) 
% 分 布 拟 合 庶 检 验 
和 mn: 数据 总 数 
有 xi 实际 组 频数 向 量 
% B: 理 论 组 频数 向 量 
一 108 一 


if nargint4, alpha = 0.05; end 
if min(size(x))~ =1inin(sizetp}}~=1,， 


' 
error('x, p must be vectors'); 


end 
kx = length(x); kp = length(p): 
if kx~ = kp, 
error{('Dimension of vectors must be agree 
end 
chi2 = sum( (x-p). “2, /p)s 
h=0; 


sig=1— chi2cdf(chi2, kx~ 1); 
if sigtalpha, h= 1; end 
作为 一 个 示例 ,生成 100 个 正 态 分 布 随机 数 ,再 检验 这 批 数据 是 否 服从 正 态 分 布 。 
elear; Closes 
ydata = normrnd(600, 163,， 100, 1); ” %% 模 拟 数 据 
»hist(data, 10) 
»[n, x]= hist(data, 10)s Wn 为 实际 组 频数 向 量 
》xbar = nean(data)}, sigma = std(data) 
xhar =— 
610, 9822 
sigma 一 
163. 2051 
》g= 《xf(L1:(LengthCny 一 17)7 十 x(2.1ength(n)))/23 
»g1 = [0, g]; g2= [9g, 1300; 
p= normcdf (g2, xbhar, sigma) - normcdf (gl, xbar, signa): 
yp= 100* ps[h, sig| = chi2test(100, n, p) %% p 为 理论 组 频数 向 量 


b= 
0 % 接 受 原 假设 
ig 二 
0. 4402 
5. 独立 性 六 检验 
设 变量 的 取 值 分 为 ;组 ,9 的 取 值 分 为 : 组 ,C, 表示 取 第 1 组 ,? 取 第 /7 组 的 频数 ， 
Hs: 与 9 相互 独立 ,Hi :与 ?不 独立 
a (CO, — Es) 2 2 
检验 统计 量 X* 二 这 之 一 一 ~~ 站 (), 其 中 忆 一 Se 


i=, 了 一 1 


拒绝 域 站 人 > 人。 
例 4 研究 人 员 试 图 评价 某 拥有 6000 多 雇员 的 保健 组 织 内 的 禁烟 政策 。 在 禁烟 令 设 
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立 后 上 个 月 ,研究 人 员 随 机 地 选择 687 名 雇员 进行 民意 调查 。 他 们 给 这 些 麻 员 中 的 每 一 位 
寄 去 了 问答 卷 并 要 求 塌 名 返回 。454 位 寄 加 了 问 等 卷 。 回 答 者 的 年 龄 .性 别 和 受 息 时 间 的 
分 布 与 整体 官员 的 相 类 同 。 回 管 者 提供 了 吸烟 状况 和 对 禁烟 令 的 认可 的 信息 , 见 表 7-6。 


下 7-6 
而 禁烟 令 的 赛 度 
工业 状 贾 
认可 赴 闪 可 不 确定 
天 未 吸烟 237 3 全 
久 前 明 烟 者 106 4 7 
现时 吸烟 者 24 验 11 


“吸烟 状况 * 与 “对 将 烟 令 的 态度 "是 座 员 总 体 的 两 个 变量 ,等 价 地 ,它们 相互 独立 吗 ? 
和 解 : 本 题 为 独立 性 六 检验 , 设 
HH,:* 瞬 烟 状 况 ” 与 “对 禁烟 令 的 态度 ”独立 
卫 :“ 吸 烟 状 而 "与 “对 装 烟 令 的 态度 ?不 独立 
写 出 下 列 M 脚本 eg7 _4. m。 
MM 脚本 eg? 4.m 
clear; C=[237 3 10 106 4 7; 24 32 11]; 
E= sum(C’)'* sum(C)/eun( sum(C)); 
chi2 = sum( sum( (C-E). “2, /FE)} 
orit = chi2inv(0.95, 9) 
h= chi27crit 
计算 结果 b 王 1, 拒绝 Ho ,即兴 为 不 独立 。 
chi2 = 
168. 11i2 
crit= 
16. 919 
b= 
1 
5， 非 线 性 辐 归 


fheta, R, J] = nlinfit(x, y, ‘nodel’, beta0) 
其 中 :model: 模型 的 MI 畏 数 各 此 M 画 数 形式 为 
y 二 f(beta, Xx)，beta 为 参数 ，; 
x: 因 素数 据 矩 阵 ,每 列 一 个 变量 
7 响应 数据 向 量 ; 
beta0 :参数 选 代 新 值 ， 
beta: 返 回 参 数 估 计 值 
尺 :返回 残 差 ; 
了 ;返回 用 于 估计 预测 误 美 的 Jacnbi 矩阵 。 
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例 5 (化 学 肥 应 速度 与 反应 物 含 重 ) 在 研究 化 学 反应 过 程 中 ,建立 了 一 个 反应 速度 和 
反应 物 含量 的 数学 模型 ,形式 为 
Pi zs 一 灵 
> 1 十 访 z + zs Bx 


其 中 户 , 及 ,,B, BB 是 未 知 的 参数 ,zx,， zs，z: 是 三 种 反应 物 ( 氢 、N 成 烷 、 异 构成 烷 ) 的 
含量 oy 是 反应 速度 。 今 测 得 一 组 数据 见 表 ?7-?, 试 由 此 确定 参数 户 + RB 9 [a + Ej » A 日 已 给 其 
参考 值 为 (1，0. 05, 0,02, 0.1, 2)。 


表 7-? 化 学 反应 速度 与 反应 物 售 量 


7 2. 84 100 80 65 
8 4, 35 470 190 65 
9 13. 00 100 300 54 
10 8.5 100 300 | 10 
一 -一 
11 0. 05 100 80 120 
12 11.32 285 300 10 
-一 一 -一 PE 
13 3.13 285 190 120 


IM 阴 数 statsfun. m 
function 了 = statsfun(beta, x) 
bl = beta(l): 
b2 = beta(2); 
b3 = beta(3); 
Da4 = beta(4): 
b5 = petal5): 
xl=xt:, 1): 
x2 = x(:, 2): 
x3 = x(:, 3)s 
y= (bl* x2— x3/b5)./(1 +b2* xl +b3* x2+bd* x3)) 
求解 如 下 


》x = [470, 285, 470, 470, 470, 100, 100, 470, 100, 100, 100, 285, 285; 
一 7 ~ 


300，80，300, 80, 80, 190, 80, 190, 300, 300, 80, 300, 190, 
10, 10, 120, 120, 10, 10, 65, 65, 54, 120, 120, 10, 120]'; 

Py= 8,.55, 3.79, 4,82, 0.02, 2.75, 14.39, 2.54, 4.35, 13, ,.. 
8.5, 0.05, 11.32, 3.13]; 

ybetad = [1, 0,05, 0,02, 0.1, 21s 

[beta, R, J]= nlinfit(x, y, 'statsfun’, beta0), 


》beta 名 回归 系数 
beta = 

1,2526 
0.0628 
0.0400 
0. 1124 
].1914 

hetaci= nlparcitbeta, R, J) $ 置 入 区 柯 

betaci 一 


一 0.7467 3.2519 
一 0.0377 0.1632 
一 0.0312 0,.1113 
一 0.0609 0.2857 
一 0.7381 3, 1208 
»iypre, delta] =nlpredci('statsfun’, x, beta, R, J)s $ 预测 5 和 估计》 
yplottx(:, 1), yy o xf i，1)] ，zpPre， 人 
结果 如 图 7-8 所 示 。 


图 7-8 y 与 xl 的 关系 


可 见 从 第 一 个 变量 关系 上 用 回归 方程 得 出 的 估计 值 与 真 值 很 接近 。 

7， 补充 习题 

10 学 年 中 流传 在 农 阿 华 州 立 大 学 黄道 十 二 宣 上 行走 将 会 在 下 一 次 考试 中 失败 这 一 草 
诞 说 法 , 贿 机 抽 到 458 名 学 生 询 问 他 们 的 鼠 讳 情况 ,195 名 在 黄道 上 行走 而 263 名 选择 绕 过 
它 。 在 黄道 十 二 官 上 行走 的 195 名 学 生 中 60 名 女生 , 另 135 名 是 男生 。 如 开 黄 道 的 110 名 
是 女生 ,153 和 名 是 男生 。 在 黄道 上 行走 的 行为 这 一 属性 与 性 别 属性 是 否 存 在 着 相关 性 ? 

11 本 于 妇 女 分 巡 弄 治 江 间 存 - :天 站 小 时 内 是 一 致 的 吗 ? 为 揭示 该 问题 ,研究 人 员 记 
录 了 1186 名 怀 钊 妇 妇 的 分 娩 时 间 , 他 们 将 从 半夜 开始 共 24 个 小 时 的 观察 值 列 在 表 7-8 中 。 
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数据 是 否 表 明 分 妖 开 始 时 间 在 一 天 24 小 时 内 一 致 ? 


表 ?8 
小 时 频 数 小 时 颗 数 小 时 凌 数 小 时 频 数 
1 52 7 58 13 21 19 47 
2 73 8 47 14 31 20 3 
3 9 9 48 15 40 21 36 
4 88 19 53 16 24 22 44 
5 68 11 47 17 37 23 78 
6 47 12 34 18 31 24 58 


12 《商品 销售 量 与 谷 格 ) 某 厂 生产 的 一 种 电器 的 销售 指数 了 主要 与 竞争 对 手 的 价格 
Xi 和 和 本 三 的 价格 xs 有 关 。 表 7-9 是 该 商品 在 10 个 城市 的 销售 记录 , 试 根 据 这 些 数 据 建 立 
YY 与 XX! 和 Xs 的 关系 式 , 对 得 到 的 模型 和 系数 进行 检验 。 若 某 市 本 三 产品 售 价 160( 元 ) , 竟 
争 对 手 售 价 170¢ 元 ) ,预测 离 品 在 该 市 的 销售 指数 。 


表 7-9 商品 销 集 量 F 与 价格 芒 ] 为 Xs 


120 140 190 130 155 173 125 145 180 150 
100 110 30 150 210 150 250 270 300 250 
102 100 120 了 46 93 26 69 85 35 
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实验 八 _ 口 轮 设 计 插值 与 拟 合 


本 实验 中 我 们 学 习 数 据 播 值 和 拟 合 的 基本 方法 和 相关 的 MATIAB 命令 ,并 研究 凸轮 
设计 和 人 人 口 数 据 拟 全 等 应 用 问题 。 补 充 知 识 介 绍 了 MATLAB 的 样 条 函数 工具 箱 和 多 元 播 
值 六 法 以 及 海 床 测 蚤 问题 不 规则 数 莫 插值 ， 


$8,1 引 例 : 万 能 拉 找 机 凸轮 设计 


在 万 能 拉 拔 机 中 有 -个 圆柱 形 凸 轮 , 其 底 圆 半径 民 = 300mm, 凸轮 的 上 端面 不 在 同一 
平面 上 (如 图 8-1 所 示 ) :而 要 根据 从 动 杆 位 移 变化 的 需要 进行 设计 制造 ， 

根据 设计 要 求 ,将 底 圆 周 18 等 分 ,旋转 一 司 。 第 i 个 分 点 对 应 柱 高 3,(i 一 0, 1, 2,…， 
18) ,数据 见 表 8-1。 为 了 数控 加工 ,需要 计算 出 圆周 任 一 点 的 柱 商 。 


表 81 凹 整 高度 的 数据 { 单 位 :mnmy 


我 们 将 圆周 展开 , 面 出 对 应 和 的 柱 高 曲线 。 
belear; Close; 
x= linspace(t0, 2* pi* 300, 19); 
y=[502.8 525.0 514.3 451.0 326.5 188.6 92.2 59.6 62.2 102.7... 
147.1 191.6 236.0 280.5 324.9 369.4 413.8 459.3 502.8j; 
bplottx, ¥, ‘0'); axist[0, 2000, 0, 550]); 


500 ? o 0 
oo a 
400 所 ] 
外 
300 9 加 ] 
200 o oo 
总 
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图 $1 万 能 拉 楼 机 丁 辊 示意 图 图 8-2 上 辐 轮 柱 高 数据 图 
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可 见 柱 同形 成 一 条 VV 形 曲 线 。 如 图 8-2 所 示 。 现 在 的 问题 是 ,怎样 给 出 分 点 之 外 的 柱 高 呢 ? 
&8.2 理论 基础 :数据 插值 和 拟 合 


在 午 产 实践 和 科学 研究 中 ,常常 有 这 样 的 问题 :由 实验 或 测量 得 到 变量 间 的 一 批 离散 样 
点 ,要 求 得 到 变量 之 问 的 画 数 美 系 或 得 到 样 点 之 外 的 数据 ， 与 此 有 关 的 一 类 问题 是 插值 阿 
题 。 当 原始 数据 (mm ，m)， (oo ， (x 2) 精度 较 高 ,要 求 确定 一 个 初等 函数 y = 
Plz) (一 般 用 多 项 式 或 分 段 多 项 式 函 数 ) 通 过 已 知 各 数据 点 , 即 
y= Pid, i = 0, 1, ,Hn 


区 一 类 基数 据 氢 合 问题 。 当 我 们 已 经 有 了 函数 关系 式 , 而 其 中 参数 未 知 或 原始 数据 有 误差 
时 ,我们 确定 的 初等 评 数 y = PLx) 并 不 要 求 经 过 数据 点 ;而 是 要 求 在 某 种 距离 意义 下 的 误 
差 达到 最 小 (通常 考虑 使 革 数 据点 误差 平方 和 最 小 ) 。 


1， 分 段 线性 插值 
这 是 最 通 从 的 -种 方法 ,直观 上 就 是 将 各 数据 点 用 折线 连接 起 来 。 如 果 
号 (8. 1) 
那么 分 段 线 性 插值 公 藉 为 
PCe) = 之 一 全 >， I Ey rrr i=l,2, "mn (8.2) 


可 以 证 明 , 当 分 点 是 够 细 , 分 段 线 性 插值 是 收 人 证 的 ， 其 缺点 是 不 能 形成 一 条 光滑 曲线 。 
2. 多 项 式 插 值 ， 
给 定 在 .rz ， Tl dn 点 的 值 为 YI? Mls …,， yo: 没有 Pi 次 驼 项 式 


Pr) = 3 Tar™ 二 十 ami 十 am 


通过 所 有 ?十 1 个 点 。 那 么 
直人 (8. 3) 
可 以 证 明 当 mm 一半 且 za mm，…，z 互 木 相同 ,这 样 的 密 项 式 存在 县 唯一 。 若 要 求 得 函数 
表达 式 , 可 直接 解 方程 组 (8. 3)。 若 只 要 求 得 函数 在 插值 点 处 数值 ,可 利用 下 列 Lagrange 插 
值 公 式 
Pr) = Dy{ TI Ee) (8. 4) 
4 一 ET 了 


多 项 式 揪 值 光滑 但 丰 具 有 收敛 忻 ,一 般 不 宜 采 用 高 次 多 项 式 ( 如 如 六 ?7) 插值 。 


3， 样 条 揪 值 
样 条 本 来 是 绘图 员 用 于 数据 放样 的 工具 。 在 画 曲线 时 要 求 经 过 一 些 设 定 值 且 使 整 条 晶 


线 都 很 光滑 。 以 后 逐 源 发 展 成 为 一 个 应 用 极为 广 证 的 数学 分 支 。 现 在 数学 上 所 说 的 样 条 ， 
实质 上 指 分 盘 多 项 式 的 光滑 连接 。 

设 有 区 间 [e, 忆 的 一 个 划分 (8. 1) 式 , 称 分 段 函数 SCz) 为 无 次 样 条 函数 , 若 它 满足 

(1) SCx) 在 每 个 小 区 间 上 .是 次 数 木 超过 上 次 的 多 项 式 : 
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《2) SCz) 在 Le, 中 上 具有 直到 大 一 1 阶 连续 导 数 ; 
用 样 条 函数 作出 的 插值 称 为 样 杂 插值 。 工 程 上 广泛 采用 三 次 样 条 插值 。 

二 段 二 次 多 项 式 共 有 4n 个 参数 ,光滑 性 条 件 售 3(* 一 1) 个 约束 ,插值 条 件 合十 1 个 的 
东 . 从 而 三 次 样 条 插值 结果 不 唯一 ， 另 外 需要 两 个 定 解 柠 件 。 通常 有 下 列 4 类 条 件 ; 

(1) 非 扭 缚 ,第 一 .二 端 多 项 式 三 次 项 系数 相同 ,最 后 一 段 和 倍数 第 二 段 三 次 项 系数 相同 | 

{2) 一 阶 导 数 : S' (x0) 一 30， SCzo) 一 ya 

(3) 二 阶 务 数 : Sr 一 yi SC) = yr 
特别 有 自然 样 条 : S*(r0) 二 0, S’(zx,) = 0; 

(4) 周期 样 条 : Srzro) 二 Sr Sr 二 (zx,)( 前 提 条 件 SCzn) 二 SCzo))。 
当 原 隆 数 为 周期 消 数 或 封闭 曲线 , 宜 使 用 周期 样 条 。 

理论 上 ,插值 样 条 函数 可 由 约束 条 件 方 程 组 解 出 ,但 这 一 方程 组 往往 是 病态 的 。 克 服 这 
一 困难 的 方法 有 两 种 。 一 类 是 “三 弯 距 ”法 .将 问题 转化 为 一 个 良 态 方程 组 求解 ; 另 一 类 是 如 
样 条 ,这 一 方法 与 Lagrange 播 值 公式 类 似 , 可 不 必 解 方程 组 (参见 文献 [9])。 

上 .最 小 二 乘 拟 合 

假设 已 知 函 数 y 二 Fec，z) (这 里 < 和 > 均 可 为 向 量 ) 的 一 批 有 谋 差 的 数据 (x;， ,2， 
i 二 0，]，"…, 1; 要 求 据 此 确定 参数 c。 这样 的 问题 称 为 数据 拟 合 。 最 小 二 乘法 就 是 求 c 使 
得 残 差 平方 和 


Qtr = Dy fc, x)) (8. 5) 
i- 


达到 最 小 。 当 /关于 < 是 线 性 博 数 ,问题 转化 为 一 个 线性 方程 组 求解 , 且 其 解 存 在 叭 “。 如 
果 了 关于 c 是 非 线 性 衣 数 ,问题 转化 为 一 个 函数 极 值 问题 ,其 解 往往 不 唯一 旦 依 燥 手 初 值 选 
取 。 这 里 的 建 模 原理 实质 上 与 实验 七 中 回归 分 析 是 一 致 的 。 ， 


$8.3 数据 拟 合 MATLAB 命令 


polyfit 多 项 式 拟 合 和 插值 ; leastsq 最 小 二 乘法 ; 
polyval 多 项 式 求 值 ; curvefit 曲线 拟 合 ; 
interpl 一 元 播 值 ; csape 各 种 边界 条 件 的 样 条 插值 
spline 样 条 插值 ; fnplt 样 条 结构 的 图 形 ; 
ppval pp 样 条 求 值 ; csaps 样 条 光滑 氢 合 ; 
unmkpp pp 样 条 展开 ， interp2 二 元 插值 ; 
mkpp 形成 pp 式 ; griddata 杂乱 数据 插值 。 
leastsdq, curvefit 需要 优化 工具 箱 (optim) 支持 ,csape,， fnplt,， csaps 需要 样 条 函数 
工具 箱 (splines) 支持 。 


1. 多 项 式 播 值 和 拟 合 
对 于 多 项 式 函 数 的 插值 和 拟 合 , 有 一 个 方便 的 方法 。 


p=polyfittx, ¥, k) 用 kk 次 多 项 式 拟 合 向 量 数据 (x. y) ,返回 雾 项 式 的 降 短 系数 。 
当 上 sa 一 1 时 ,polyfit 实现 多 项 式 播 值 。 
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例如 , 现 有 数据 。 


clears x=TD.1， 0.2, 0.15, 0, -0.2, 0.3]; 
y= [0.95, 0.984, 0.85, 1.06, 1.50, 0.72]; 
p= polyfit(x, vy, 2) 交 二 次 所 全 包 项 式 pC1)x? 十 pC2)x 十 pt3) 
p= 
1.7432 一 1.6959 1.0850 
》XI= 一 0D.2:0.01:0.3; 
yi=polyvaltp, xi): subplott2, 2, 1), 
yplot(x, y, 0; xi, yi, kK'); 
3$title( polyfit' >; 
yp= BolyfIt(x，Y，5) 电石 次 拟 会 多 项 式 ( 等 价 于 多 项 式 插 值 ) 
p= 
1.08 十 003 
一 |, 8524 0.7560 0.0079 —0.0275 0.0010 0.0011 
yi= polyval(p, xi); subplot(2, 2, 2); 
plotx, y, ‘0'; xi, yi, kK'); 
“title('polyinterp’ ); 
2. 一 元 揪 值 


yi = interpl(x, y, xi》 根据 数据 (x, y) 给 出 在 xi 的 分 段 线 牲 插值 结果 yi。 
Yi = interpi(x: ¥， xi，'spline'》 使 用 三 次 样 条 插值 。 
Y= interpl(x, Y¥， xi，'cubic') 使 用 分 段 三 次 播 值 ， 


interpl 要 求 x 是 单调 上 升 的 , 旦 只 能 做 内 插 。 对 于 上 述 数据 ,改写 

x=[~0.2, 0, 0.1, 0.15; 0.2, 0.3]; % 单 调 上 升 

yy= [51.50, 1.06, 0.95, 0.86, 0.84, 0.72]; ”加 当 然 y 也 相应 改变 

xi= ~ 0.2:0.01;0.3; 

yi= interpl(x, y, xi); %% 分 段 线性 插值 

subplott2, 2, 3) 

dplot(x, ¥, '0, xi, yi, 'k') 

$titlec'linear’); 

yyi= interpl (x, y¥, xi, 'spline'); % 三 次 样 条 插值 

subplot(2, 2, 4) 

plot(x, y, ‘oO', xi, yi, k') 

title(’spline')s 

直观 上 ,多 项 式 插值 误差 大 ,多 项 式 拟 合 不 过 数据 点 ,分 段 线性 插值 不 光 消 ; 样 条 插值 过 数据 
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点 且 光 清 5 妇 图 8-3 所 示 )。 


polyfit Tolyintem 
15 1,5 
1 1 
0.5 0.5 
—0.5 0 0.5 一 收 5 0 0.5 
linear pline 
1 1.5 
ir ] 
DS | 0.3 J 
一 D5 0 [Lh 一 性 位 0.5 
男 8-3 各 种 插值 请 果 
3. 三 次 样 条 插值 


YI = spline(x, Y; Xi) 
pp = spline(x, y) 


六 =ppvallpp; Xi), pp 形式 在 刀 的 函数 值 。 


考虑 上 述 数 据 
》pP = spline(x, Y)! 
}[b, cj = unmkpp (pp) 


b= 
—0.2000 0 

ce 一 
一 36. 34850 21, 8592 
一 356.3850 0.0282 
227.6995 一 10.8873 
一 143.0047 23. 2676 
一 143.0047 于 8169 


0. 1000 


一 5.1164 
一 0 7390 
一 .8249 
一 1.2059 

0.0484 


等 价 于 YI = interpfx，y，xi，、'spline 
返回 样 条 插值 的 分 段 多 项 式 (pp 形式 ) 
spline 要 求 x 是 单调 上 升 的 , 且 只 能 做 内 插 。 


[breaks, coefs] = unmkpp(PP) 将 pp 形式 展开 ,其 中 breaks 为 结 点 ,coefs 为 各 绩 多 


| 


0,1500 0.2000 
1.5000 
1.0600 
0.9500 
0. 8600 
0. 8400 


0. 3000 


b 显示 样 条 函数 的 6 个 结 点 ,c 显示 样 条 函数 的 五 个 分 且 三 次 多 项 式 ,其 中 第 一 段 为 

一 36,.3850(z 十 0. 2 和 十 21,8592( 十 92) 一 5. 1164( 关 十 0.2) 十 1.5000,，0.2 安 工 委 0 
spline 使 用 * 非 担 结 ? 问 点 条 件 , 即 强迫 第 一 .二 端 多 项 式 三 次 项 系 教 相同 ,最 后 一 段 和 倒数 
第 二 自 三 次 项 系数 相同 。 这 里 着 用 


byi= ppval(pp, xi) 
所 得 结果 应 与 上 述 六 = interpi(x, Y, xi，'spline ) 一 致 。 


4， 非 线性 最 小 二 先 拟 合 
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c= leastsqg( fun ，c0) 使 用 迭代 法 接 索 最 优 参数 ec。 其 中 自 变量 为 参数 c 的 函数 
fun 是 误差 向 量 y 一 fe， XxX) (x, y 为 数据 ); 

c= curvefit('fun2', c0, x, Y) 使 用 更 方便 ,从 外 部 输 人 数据 ,这 里 fun2 为 函数 
fte, KY, 


leastsq, curvefit 是 优化 工具 箱 (optim》 画 数 ,求解 一 般 最 小 二 和 腰 曲 线 拟 合 和 问题 。 设 
有 函数 y = ftr, z)， 其 中 上 为 参数 向 量 , 现 有 一 批 有 误 善 的 数据 。 


于 二 1 Ts a Tn 


日 nn ya er Yn 


可 用 leastsq 或 curvefit 求解 。 考 虑 用 指数 函数 y = ae” 拟 合 上述 数据 。 
%M 函数 fit m 
function e=fittc) 
x=[0.1 0.2 0.15 0 -0.2 0.3]; 
y=[0.95 0.84 0.86 1.06 1.50 0.72]; 
e=¥— Cc(1)* exp(c(2)* x)} 
然后 在 命令 徐 口 执行 
》e = leastsq('fit’, [1, 1]} 总 这 里 [1, 1] 为 迄 代 初 值 
c= 
1. 0998 一 1.4923 % 结 果 函 数 1. 0998" exp( 一 ]. 4923x) 
车 用 curvefit， 先 写 M 前 数 ， %M 函数 fit2, m 
functicon f= fitfunztc, x) 
f=c(1)* exp(c(2)" x): 
dx= [0.1, 0.2, 0.15, 0, — 0.2, 0,3]; 
3y¥= [0,95, 0.84, 0.86, 1.06, 1.50, 0.72]; 
ye= curvefit(' fit2', [1, 11', x, y) 
c= 
1, 0998 
一 1. 4923 站 注意 两 函数 在 表达 优化 画 数 上 的 区 别 
最 小 二 乘法 能 找到 符合 经 验 公式 的 最 优 有 曲线, 但 晨 这 一 经 验 公式 是 否 有 效 ,还 需要 分 析 检 
验 。 一. 般 可 从 图 象 上 作出 判断 ,定量 方法 是 计算 残 差 平方 和 ,再 进行 统计 检验 (事实 上 就 是 
用 非 线性 回归 分 析 nlinfit, 参 看 实验 七 补充 知识 )。 
5， 线 性 最 小 二 对 氢 合 
线性 最 小 二 获 执 合 可 喜 接 用 求解 超 定 线性 方程 组 的 方法 ,而 有 些 非 线性 函数 也 可 化 为 
线性 问题 求解 。 例 如 上 述 函 数 y = ae” 两 边 取 对 数 得 


z= lny= lna 二 + 巡 


然后 通过 从 法 解 超 定 方程 组 ( 见 实验 一 ) z, 二 lna 十 妈 ， 得 Ina 和 5。 例如 


x= [0.1;, 0.2, 0.15, 0, -0.2, 0.3]; 
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》z = loq([0.95，0.84，0.86，1,06，1.50，0.72]”); 
》m = [ones(6, 1),x’ |]; 
》e= mvzj a= exptc(1)), p= ct2) 
一 
1.0369 

b= 

一 ].4476 
注意 到 这 里 结果 与 前 而 有 些 差异 ,因为 通过 对 数 变 换 ,误差 平方 和 的 含义 改变 了 。 线性 最 小 
二 乘 拟 台 适用 于 多 元 函数 。 进 一 步 可 用 线 位 回归 regress 分 析 拟 合 效果 ( 见 实验 七 )。 


$8.4 实验 例题 


例 1 ( 西 辊 设计 ) 由 于 没有 拟 合 经 验 公式 ,又 要求 严 格 按 设计 数据 要 求 ( 而 这 些 数据 应 
认为 是 足够 精确 的 }, 所 以 应 该 用 插值 方法 。 下 列 M 文件 cg8 _1.m 使 用 了 分 段 线 性 插值 和 
样 条 插值 两 种 方法 。 贺 周 如 工 步 长 为 产 = lmm。 结果 表明 分 段 线性 插值 木 光滑 ,这 样 加 工 
的 目 轮 运行 不 平稳 (图 8-4(a)) ,而 样 条 畏 值 具有 光滑 性 ,所 以 较 好 (图 8-4(b))。 

MM 文 忻 eg8 1,m 
clear: Closes 
x*= linspace(0, 2* pi* 300, 19); 
y={502.8 525.0 514.3 451.0 326.5 188.6 92.2 59.6 62.2 102,7... 
147.1 191.6 236.0 280.5 324.9 369.4 413.8 458,3 502.8]; 
xiz=Di2 pi*300; 
Yi= interpl (x, y, xi): 
subplot(1, 2, 1); plot(xi, yi): title( Linear'); 
yi= splinetx, y, xi)s 
subplot(1, 2, 2); plot(xi, yi); title('Spline'): 


]inear spling 
#00 T T 600 T T 
4 400 
200 200 
人 j 各 .1 ，  _ lL 一 1 
0 SO N00 1 3 和 从 2 0 NO 1000 于 5 2000 
(a) {by 


图 8-4 凸轮 柱 高 插值 曲线 
(al 线性 插值 ， (tb) 样 条 播 值 
仔细 分 析 可 以 发 现 , 上 述 结果 还 有 一 个 缺 隐 ， 虽然 样 条 插值 其 有 光滑 性 ,但 对 两 头 不 起 
作用 。 当 我 们 把 两 头 合 迫 ,接头 并 二 光滑 ,原因 是 spline 使 用 非 扭 结 端点 条 件 。 这 个 问题 
可 改 用 周期 性 端点 条 件 来 克服 , 见 补充 知识 。 
例 2 《人 口 预测 ?和 表 8 -2 为 美国 人 口 两 个 世纪 以 来 的 统计 数据 , 试 依 此 建立 美国 人 口 增 
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长 的 数学 模型 ,并 预测 2010 年 和 2020 年 的 美国 人 口 。 
表 3-2 


年 
上门 (三 克 ) | 


第 1870 1930 
大 MCTIEF) 1923, 
年 2000 


大口 ( 衣 帮 1 


解 : 我 们 先 作 出 数据 图 ,可 以 看 见 大 致 接近 一 指数 函数 (图 8-5) 。 
»clear; close; 
t= 1800;,10;2000; 
BH=[5.3 7.2 9.6 12.9 17.1 23.2 31,4... 
» 38.6 50,2 62.9 76.0 32.0 106.5 123.2.,.. 
» 131,7 150.7 179.3 204.0 226.5 251.4 275.,0]; 


Spiot(t, HN, ‘o') 


站 
1 吕 境 185 人 0 1900 19s50 2000 


图 45 人 口 数 据 


我 们 现在 来 从 机 理 十 分 析 人 呈 癌 是 数学 模型 。 和 人口 的 出 生 率 58 和 死亡 率 4d 可 设 为 常 
数 , 第 上 年 人 口 数 为 NCD ,那么 在 ~ 个 较 小 的 时 间 诺 Lt, 十 At 内 新 增 人 口 


NUT AD) — NI) = (bh— NIDAt 


令 -= 一 di Ai 一 0, 得 
NO = NO) (8. 6》 
说 Gay = Ne， 那么 
NO) = Noexptrtt™— to)) 8.7) 


此 为 人 口 学 Malthus 模型 。 订 见 对 数据 图 的 推测 是 有 道 弄 的 ，。 

最 后 我 们 利用 历史 数据 来 确定 参数 N, 和 r。 和 如 果 只 有 两 个 数据 , 则 Ne 和 了 是 叭 一 的 。 
问题 是 有 很 多 数据 ,而 这 些 数据 并 不 在 同一 条 指数 曲 钱 上 。 事 实 上 由 于 政策 .经 济 、 移 民 和 
战争 等 原因 ,出 牛 率 志 和 死亡 率 并 不 是 常数 。 所 以 用 其 中 任 各 两 点 都 不 安全 ,我 们 更 灌 顾 
这 些 孝 据 ， 于 是 这 果 使 用 最 小 二 乘 摘 侣 法 ,由 于 指数 函数 exp(t) 当 :很 大 时 可 能 会 溢出 ， 


为 了 减 小 数值 误差 ,首先 将 时 间 域 变换 至 [9，20], 所 用 变换 为 
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t= 1800+ (i 1800)/10 


这 样 0 代表 1800 年 ,1 代表 1810 年 ,……20 代表 2000 年 ,21 代表 2010 年 ,……r 表示 10 
年 增长 率 。 另 外 我 们 需要 确定 N。 和 的 初始 值 。N 初始 值 自然 应 取 上 一 0 时 的 愈 值 5.3， 
~ 初始 值 取 为 增长 率 的 平均 值 


mean(diff(N). Adifttt) NdL;2077) 
为 此 先 写 M 函数 eg8 _2fun, m, 其 中 参数 c(1) 表 示 No，c(2) 表 示 7, 再 用 M 肢 本 eg8_2.m 
求解 。 
MM 函 教 eg8 _2fun. mm 
function N= eg8 2funte, t) 
N=c(1)* exp(c(2)* t); 
%M 脚本 eg8_2,m 

Clear; Close; 

t=0;1:20; 

N=[5.3 7.2 9.6 12.9 17.1 23.2 31.4 

38.6 50.2 62.9 3736.0 92.0 106.5 123.2,.. 
131.7 150.7 179.3 204.0 226,5 251.4 275.0]; 

plot{t, N, ‘o'}; hold on; 

ct1)= 5.3; c(2) = mean( diff(N), /diff(t). /N(1 :20)) 

e0= sum({(N- eg8 2funtc, t)).°2) 

tt=[21, 22]; 

NNO = eg8 _ 2fun(c, tt» 

c= curvefit(t'egq8 2fun’, c, t, N) 

e= sum(N- eg8 2fun(c, t))."2) 

NN=eg8 2funtce, tt» 

plot(tt, NN, 'r* ); 

tt =0;0.1:22} 

NN=egd 2funte, tt)s 

plot(tt, NN, 'r');hold off: 
优化 结果 见 表 8-3。 


表 8-3 人 DMaithus 楼 型 计算 结果 ， 


1800 年 大 口 Nat 下 万 } 


2010 预 釉 人 人 口 ( 谋 万 } 
2020 预测 人 局 ( 百 万 》 


图 形 表明 中 段 拟 合 效果 不 错 , 但 两 头 误 差 较 大 (图 8-6)。 
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10 加 20 蕊 
图 3-6 人 口 Malthns 模型 
按照 Malthus 模型 ,人 口 将 呈 指 数 增 长 ,其 缺点 是 没有 考虑 资源 对 人 口 增长 的 配制 ， 


Logistic 模型 改进 了 Malthus 模型 。 设 N,, 是 资源 容纳 的 最 大 人 口 数 量 。Logistic 模型 微分 
方程 为 


N (0) = ND — NG)/N,) (8. BY 
其 中 因子 1 一 N(0/N。 表示 资源 对 人 口 增长 阻 淋 因 素 , 初 得 Niio) = .求解 微分 方程 得 
ND 一 责 Ns {8. 9) 

1 十 (过 le 


对 于 上 述 程序 作 相 应 修 改 , 求 解 得 表 8-4。 
表 8-4 人 口 Logistie 模型 计算 结果 


一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
初 始 信 氛 合 结 果 
1809 年 人 口 No( 百 万 } 5.3 9. 和 
10 年 增长 率 r | 0. 2221 0.2910 
最 大 人 口 数 贡 Ms S00 429 
正 盖 平方 和 18380 393 
一 上 一 十 一 一 一 一 一 
20310 预测 人 口 { 吾 万 } 266 293 
2020 预测 人 人 口 ( 百 万 ) 293 | 312 
ee 


可 见 Logistic 模型 结果 较为 台 理 (图 8-7)， 


350 
300 


250 
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图 8-7 人 口 Logistic 模型 
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$8.5 实验 习题 


.1 使 用 分 段 线性 播 值 预测 例 2 中 的 人 人 口 ,并 与 曲线 拟 合 结果 作 比 较 ， 

2 自己 编写 Lagrange 插值 的 MATILAB 程序 。 

3 选择 一 些 函 数 ,在 = 个 节点 上 (az 不 要 本 大 ,可 好 5 一 11) 用 Lagrange, 分 段 线性 、- 
次 样 条 -种 捕 值 方法 ,计算 mr 个 捅 值 点 的 函数 值 (xm 要 适中 ,可 取 50~100)。 通 过 数值 和 图 
形 往 出 ,将 三 种 擂 值 结果 与 精确 值 进行 比较 。 适当 增加 n,; 再 作 比 较 , 由 此 作 初 步 分 析 。 下 
列 函 数 供 选择 参考 ， 

(1 7 一 smzr0S 工 妇 2n; 

《2) 7 一 (一定 )1 一 1 雪 工 所 1 

《3) 7 cos 一 2 三 工 捷 2 

《4)7 4 一 exp 一 局 一 2 二 工 志 2。 

4 ”用 纵 定 的 多 珊 式 ,如 二 让 一 62: 十 5x 一 3, 产生 一 组 数据 (xj, y), i 二 1,2,…， 
n, 再 在 y 上 添 如 随机 于 扰 ( 可 用 rand 产生 (0， 1) 均 名 分 布 随机 数 , 或 用 randn 产生 NC0， 
1 分 布 随机 数 ) ,然后 用 和 诊 加 了 随机 干扰 的 y, 作 3 次 多 项 式 拟 合 ,与 原 系 数 比 较 。 如 
果 作 2 或 4 次 多 项 式 拟 合 ,结果 如 何 ? 

5 ”假定 某 天 的 气温 变化 记录 见 表 8-5; 试 我 出 这 一 天 的 气温 变 化 规律 。 


表 8-5 


时 刻 :hy 
温度 入 如 t) 
时 刻 :hy 
谥 度 息 《1) 


了 
li ir [sll lm 


6 用 电压 王 二 310 供 的 电池 给 电容 器 充电 .电容 器 上 /上 时刻 的 电压 为 VOD 二 WW 一 
(多 一 Wexp( 一 tr)， 其 中 VV 是 电容 器 的 初始 电压 ,r 是 充电 常数 。 试 由 表 8-6 的 一 组 证 
V 数据 确定 Yo 和 +。 


表 8-6 
时 间 fs? 2 3 
电 虞 CW 7.26 8, 22 


7 弹 移 让 万 下 的 作用 下 伸 长 ,一 定 范围 内 服从 Heoke 定律 ,F 与 上 成 正比 . 邹 了 二 
hx , 皮 为 弹性 系数 。 现 在 得 到 表 8-7 的 一 组 x， 数据 ,并 在 (zx，F? 坐 标 下 作 图 (图 8-8)。 可 
以 看 出 ,当下 大 到 一 定数 值 后 ,就 不 服从 这 个 定律 了 。 试 由 数据 确定 上 ,并 给 出 不 服从 
Hooke 定律 时 的 近似 公式 。 


图 8-8 弹 筑 长度 与 力 的 关系 


8 一 矿脉 有 13 个 相 邻 样本 点 ,人 为 地 设 定 一 原点 , 现 测 得 各 样本 点 对 原点 的 距离 f， 
与 样本 点 处 某 种 金属 售 髓 y 的 -组 数据 见 表 8-8, 画 出 散 点 图 观察 二 者 的 关系 , 试 建立 合 ji 
的 回归 模型 ,如 二 次 曲线 , 双 昌 线 . 对 数 昌 线 等 。 


表 8-8 
上 2 3 4 5 了 8 10 11 14 15 15 18 
vy |106.42|109. 20|109,58 | 109,501110,00|109,93|110.49|110.58|110.601110.90|116.35|111.00|111,20 


$8.6 补充 知识 ; 样 条 尔 数 工具 箱 和 二 元 插值 


1，MATLAB 样 条 函数 工具 箱 

MATLAB 样 条 函数 工具 箱 (Splines) 提 供 了 半 富 的 样 条 函数 工具 。 下 面 我 们 介绍 几 个 
插值 和 氢 全 命令。 

[csape] 各 种 边界 条 件 的 三 次 祥 条 插值 


pp = csape(x，y， 边 界 类 型 '， 边 界 值 向 量 ) ,生成 各 种 边界 条 件 的 三 次 样 条 插值 。 其 
路, 演 界 类 弄 可 为 :complete ,给 定 边 界 一 阶 导数 。 
'not-a-knot', 非 扭 结 条 件 ,不 用 给 边界 伯 ( 上 默认 )，。 
'periodic… 周 期 性 边界 条 件 , 不 用 给 边界 值 。 
“sscond ,给 定 边界 二 阶 导数 。 
'variational' ,自然 样 条 (边界 二 阶 导数 为 0) ,不 用 给 边界 值 。 
可 直接 用 fnplt(pp) 画 出 它 的 图 。 


我 们 现在 用 周期 样 条 解 凸 轮 设计 问题 ,这 样 能 保证 整个 凸轮 口 都 是 光滑 的 。 见 图 3-9， 
有 elLeary Close; 
x= linssace(0, 2* pi* 300, 19); 
»y¥= [502.8 525.0 514.3 451.0 326.5 188.6 92.2 59.6 62.2 102.7 
147,1 191.6 236.0 280.5 324.9 369.4 413.8 458.3 502.8]: 
》pp = csapelx, y, beriodic’); fnplt(pp); axis([0, 2000, 0, 5501]): 
pp. breaks, EP. coefs 分 有 段 多 甘 式 


yxi=02* pi* 300 yi = ppval (pp, xi) 妃 揪 值 结 果 
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0 500 1000 1500 2000 
图 8-9 凸轮 柱 高 网 期 样 条 插值 


Lesaps] 样 条 拟 合 


PP= Csaps(x, ¥, p) 实现 光滑 拟 合 ,其 中 pb 为 权 因 子 ;0p1l, p 值 越 大 ,与 数据 越 
接近 。 特 别 地 ,车 p=0, 则 为 线性 拟 合 ,车 p 二 1, 财 为 自然 样 条 ，。 


当 数 据 明显 有 误差, 样 条 插 利 是 不 合适 的 。 以 下 数据 是 带 随机 干扰 的 正 汞 曲线 。 
olear;} COSei 
为 和 = 1inspacerD， 2* pi, 21); 
》7 = sin(x) + {rand(1, 21) — 0.5)*0,1; 
Pplot(x, y, ‘0')} hold on; fnplt(csape(x, y)); 
可 见 ,插值 结 果 光 渭 性 不 好 ， 
yfnplt(csaps(x, y, 0.8), ‘r;'); hold off; 
清除 了 噪声 干扰。 见 图 8-10。 


图 $-10 样 条 拟 合 


2. 多 元 插值 
与 一 元 函数 类 似 , 可 以 建立 多 元 函数 捅 值 方法 。 设 给 定 二 元 函数 y = f(x，y) 在 平面 
此 形 格 点 上 的 盟 数 值 为 


宅 y 一 flxs yy, 1 二 0， J my， 二 0， ] ， "Di 


二 元 双 线 性 插值 公式 为 
126 一 


Pry y) = > 5)| = 一 3 }{{I > )=, (8. 10) 


rT I yn p= 0 l,l,9=0,1,.. ,1 


Z1= jinterp2(x，y，z，xiy yi) 其 中 ,x, xi 为 行 向 量 ,y, yi 为 列 向 量 ,z 为 矩阵 。 
使 用 双 线 性 插值 。 

21= interp2t*…,'splina') ”使 用 二 元 三 次 样 条 插值 .。 

21= interp2(*…,'cubic') 使 用 二 元 三 次 插值 ， 


Sclear; Close: X= 0:4; y=[2:4]'; 

》z=fez 81 80 82 8684;79 63 61 65 81; 84 84 82 85 86]; 
»subplot(2, 2, 1); 

Pmesh(x, y, 2); titlel RAW DATA'), 

xi = 0.0,1.4; yi= [2:0.1:41'; 

Szspline = interp2(x, y, 2, xi, yi, 'spline’): 

ysubplot(2, 2, 2); 

ymeshtxi, yi, zspline); 

title(l' SPLINE'); 


若 数据 是 不 规则 的 , 即 z 的 数据 不 完全 ,不 能 构成 一 个 矩阵 ,从 而 不 能 直接 用 interp2 插值 。 
这 时 ,可 使 用 下 列 griddata 命令 。 


ZI=griddata(x, y, Z，xi, yi) 这 里 x, Y, z 均 为 向 量 ( 不 必 单 调 ), 表 示 数 据 ,xi， 
Yi 为 网 格 向 量 。griddata 采用 三 角形 线性 插值 。 
ZI=griddata(x, Y¥, z，xi, Yi，'cubic') 采用 三 角形 三 次 插值 。 


如 果 上 述 数 据 残 缺 不 全 , 见 表 8-9。 


px= [12 3, 4, 0, 2, 3, 0, 1, 4]; 

yy= [2, 2, 2. 3, 3, 3, 4, 4, 4]; 

yz= [80, 82, 84, 79, 61., 65, 84, 84, 86]; 

$subplot(2, 2, 3); stem3(x, ¥, 2)s titlet' RAN DATA')s 
ZI = griddata(x, y; 2, xi, yi, cupic Ys 

ysubplot (2, 2, 4); mesh(xi, yi, ZI)} title( GRIDDRTR ); 


结 浊 见 图 8-11。 
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Ta data 


RES 
SEN 


yy 20 


图 $11 里面 播 值 


例 3 (海底 测量 ) 表 8 10 给 出 水 面 自 角 坐 标 (r，yY)? 处 水 深 xz, 这 是 在 低潮 时 测 得 的 。 
如 果 船 的 吃水 深 床 为 5 米 , 试 问 在 年 形 域 75 一 上 < 200，…50 < 之 yy 之 150 中 行船 应 避免 进入 
哪些 区 城 ? 


表 810 

lim) 

in} 了 111 2 147 22 B85 
TU 4 8 6 ， 加 6 咏 

- | 一 -一 _ 

tm ]57 了 DO7 了 了 145 162 117 
ptm) 6 呈 ] 3 一 38 
zltny 


解 : 我 们 先知 看 测量 点 前 位 置 ， 
clear; Close: 
3x=[129 140 108 88 185 195 105 157 107 37 145 162 162 117]; 
y=[7 141 28 147 22 137 85 -6 -B81 3 45 -66 84 ~ 38]; 


plot(tx, ¥, ao) 
这 是 - 批 不 规则 数据 , 见 图 8-12。 由 于 没有 先 验 函 
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un 上 」 数 ,我 们 使 用 插值 法 。 为 了 使 结果 更 为 直观 ,我 们 
° ° 其 虚 将 x 的 数据 转化 为 相对 于 海面 的 高 度 。 下 面 给 

ul 。 ，] 出 所 考虑 区 域 海底 地 形 图 ,可 以 清晰 看 见 在 (129， 

oo °  。 -| 7.5) 和 (162, 84) 附 近 各 有 -- 块 暗礁 (图 8-13)。 

0| 。 | 3z-[4 8 6 86 8 8998 894 

I P 3]: 

Ho 8 00 20 140 To L180 200 Hh= — 2; 

图 %-12 剂量 点 的 位 置 sal= 75:5:200; yi=[ -50:10:150]'; 


SHI= griddata(x, y, h, xi, yi, ‘cubic’)} 


meshtxi, yi, HI}; view(t -= 60, 30); 


—2 i 
一 4 7 了 1 
- _ 2 有 : 
—6 EN : 3 
; IN : 
一 号 
“200 
— 10i 
150 
30 1100 120 140 160 i180 200 
图 8-13 海底 地 形 图 图 和 14 两 个 危险 区 域 


进一步 求 水 深 不 到 5 米 的 两 个 危险 区 域 ( 图 8-14)。 
ycontour (xi, yi, HI, [—-5, -5], 'k'y 

3. 补充 习题 

9 给 定数 据 见 表 8-11。 


表 8-11 


.30 


,477 


分 别 就 下 列 端 点 条 忻 求 三 次 样 条 插值 SCz? 并 作 图 。 
Ci) SS (0.25) = 1, S$'(0,53) = 0., 6868) 
(i) SC0.25) = $0.53) 一 0。 

10 下 面 是 一 山区 海拔 高 度 每 400m 的 网 格 数据 (单位 ,1Cm)。 为 了 作 收 建 道路 的 成 
本 预算 . 需 监 给 册 每 100m 的 网 格 数 据 。 已 知 山区 有 一 山峰 ,一 条 山谷 和 一 条 浸 流 (其 源头 
级 1350m) ; 夯 出 它们 的 位 置 。 


480 135 137 139 140 HL 96 84 88 B00 的 5 
440 137 139 141 143 i144 114 11 105 95 B82 69 HH 8 0 
400 138 141 143 145 li7 132 128 120 ]08 04 ?78 862 4 37 35 
360 142 143 145 148 150 15 11 13 10 120 98 8 73 55 50 
320 143 145 146 10 155 160 1535 169 160 160 155 150 150 155 158 
280 95 9 137 50 120 119 155 160 155 138 107 80 105 115 129 
240 ol 109 127 150 120 110 3135 145 120 115 101 88 Jo 105 10 
200 gE 106 123 13 150 10 1 90 1 16 95 87 90 93 95 
160 83 98 118 132 145 i42 140 130 70 和 上 
120 74 B88 1908 113 125 i28 123 104 的 50 70 7 75 5 355 
80 g5 O76 a88 097 102 105 102% &3 20 7 30 50 5 机 35 
40 3 2 73 0 5 时 5 7 7 6550 0 0 5 2 
0 和 
工 - 一 | o 0 2 160 200 240 280 320 360 400 440 480 520 560 


11 在 一 丘 芋 地带 测量 高 程 ,z 和 y 方向 每 隔 100m 测 一 个 点 ,得 高 程 拖 表 8 12, 试 拟 
一 129 一 


合 一 临 商 ;确定 人 台 适 的 模型 ,并 出 此 找 出 最 高 点 和 该 点 的 高 程 。 
品 8-12 
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实验 九 ” 最 佳 连续 投资 方案 线性 规划 


本 实验 的 目的 是 通过 对 应 用 问题 进行 分 析 、 建 吝 数 学 模型 并 求解 ,学 习 掌握 MATLAB 
有 关 线 性 规划 求解 的 命令 ,加 深 对 线性 规划 理论 的 理解 ,加 强 线性 规划 模型 从 ”" 建 寞 到 永 解 ” 
的 数学 建 模 主 要 过 程 的 实验 活动 。 本 考验 研究 了 连续 投资 . 供 煤 量 分 配 等 应 用 问题 。 补 充 
知识 介绍 了 线性 规划 的 瘟 纯 形 算法 ,并 给 出 了 用 MATLAB 编写 的 草 纯 形 算法 的 参考 程序 。 


$9.1 引 例 : 最 佳 连续 投资 方案 


某 部 门 在 今后 五 年 内 考虑 给 下 列 项 目 投 资 , 已 知 

项 目 1 从 第 一 年 到 第 四 年 每 年 年 初 需要 投资 ,并 于 次 年 未 回收 本 利 115%; 

项 目 2 第 三 年 年 初 需要 投资 ,到 第 五 年 来 能 回收 本 简 125%, 但 规定 最 大 投资 额 不 超过 
4 万 元 

项 目 3 第 二 年 年 初 党 要 投资 ,到 第 五 年 末 能 回收 本 利 140%, 但 规定 最 大 投资 额 不 超过 
3 万 元 

项 目 4 五 年 内 每 年 年 初 可 购买 公债 ,于 当年 末 归 还 ,并 加 利息 6 入 。 
该 部 门 现 有 资金 10 万 元 , 问 它 应 如 何 确定 给 这 些 项 目 每 年 的 投资 额 ,使 到 第 5 年 末 拥 有 的 
资金 的 本 利 总 额 为 最 大? 

这 是 一 个 与 时 间 有 关 的 连续 投资 问题 ,但 在 此 我 们 对 该 问题 不 是 按时 间 去 动态 地 考虑 ， 
而 是 将 五 年 情况 总 体 地 静态 考虑 . 

设 y, 表示 第 i 年 年 初 投 资 给 项 目 j 的 资金 额度 (单位 ;万 元 ), 则 各 年 的 找 资 限制 为 

第 一 年 ， 30 十 ya 委 101 

第 二 年 : 年 初 胃 有 的 资金 额 为 10 十 1.06y, 一 2 一 ?4， 因此 有 ?2 十 ya 十 3a4 和 10 一 
31 二 0. O06vs 

第 三 年 : 年 初 拥 有 的 资金 额 为 10 一 3 十 0.083 十 1. 15304 十 1.0632 一 Sal Ye yet 
国 此 有 ya 十 yw 十 ya 之 10 十 0.15yn 十 0.06y1 一 yal 一 yas 十 0.06y; 

同样 的 分 析 可 得 ， 

第 四 年 : yu 十 yu 委 10 十 0.1530 十 0.06y 十 0. 15ys 一 yz 十 0,06ya 一 ys 一 ye 十 
0. OB ys 

第 五 年 ; 和 所 10 十 0.15yn 十 0,06ym 十 0.1532 一 yes 十 0.063a 十 0.15ys 一 as 十 
0. 06y — ye + 0, DO ys 

本 问题 是 变 制 定投 资方 案 使 第 五 年 末 该 部 门 拥有 的 资金 额 最 大 , 即 


maxf = | 40 ya 十 1 25332 十 1, 15 ya 十 1. O06 ys 


整理 上 述 分 析 结 果 , 本 问题 可 表示 为 下 面 的 数学 问题 
一 A31 一 


max f= 1.40y; 十 1.2539 十 1.15y4 十 1.06y-4 


满足 


3 十 910 


Ly 0.7— 1, 2,3,4, 


yi 0.06y FT ya tT yet yn E10 

—0.15y 一 0.063 十 3 十 3 一 和 06324 十 33 十 zs 十 3 所 10 

| 一 D0. 1930 一 站 .0630 — 0. 1536 ys — 0. O06 ys 十 Yi + Ye 
.06 十 3 Ti 到] 

和 0. 1530 一 各 063 -0.15y2 tT ya 一 0.063y2 — 0. 15ya 十 yse 

| — 0O.06y 十 30 CO— 0.06y yr E10 

3,7= 1,2,3,4; Ys; 3, ye 下 44 


记述 异型 中 出 吉 的 帅 数 全 为 线性 函数 , 称 这 样 的 模型 为 线性 规划 模型 。 


9.2 线性 规划 基本 理论 复习 


9, 1) 


线性 规划 是 运筹 党 中 产生 较 早 . 庶 用 广泛 的 一 个 分 支 。 早 在 20 世纪 30 年 代 ， 
KaHTropoBHd 研究 并 发 表 了 《生产 组 织 与 计划 的 数学 方法 》, 其 中 论述 的 就 是 线性 规划 问题 。 
1947 年 Dantzing 提出 了 单纯 形 法 ,其 后 在 计算 机 站 的 成 荔 实 现 使 得 应 用 线性 规划 解雇 的 问 
题 通 速 增 加 .线性 规划 已 广泛 用 于 园 防 科技 经济. 工业、 农业 、 环 境 工程 .教育 及 社会 科学 


等 姑 多 学 科 邦 领 咸 。 
1. 线性 规划 的 提 法 


线性 规划 是 研究 在 一 组 线性 约 上 之 下 ; 某 一 个 线性 函数 的 最 小 值 或 最 大 值 问 题 。 一 般 


地 ,线性 规划 问 盟 的 数学 模型 次 
mint 或 max) x 二 x 二 fr 二 十 


RinTn < (或 二 ,或 六 ) 让 


SI, UT TT ets 十 "省 


WH21 TE) 十 GszT2 十 


x OC 1 2 


H awnzn 所 (或 = 二 ;或 守 }6 


Gm tl 十 ms Ea ns < (或 一 ,或 bb, 


ny 


为 方便 地 用 和 矩阵 来 简化 上 述 记 法 ,引入 记号 


11 如 | 

Hol A 

让 一 本 

nl Rm 

则 线性 规划 问题 可 写 为 
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《9.2》 


imin( 或 max) z= 二 x 
i 4x 芝 (或 一 , 恩 之 刘 (9.3) 


r= 1 2, 7 


这 里 , /x 扫 (或 二 ,或 大)8 称 为 约束 条 件 ;z 一 fx 你 为 目标 汞 数 ;x 称 为 决策 变量 ;了 称 为 
费用 系数 ;4 称 为 约束 矩阵 ;5 为 右 端 向 是 ;z, 这 Ci 二 1，2,，*…, 2) 你 为 非 负 约 束 ,其 中 5.+. 
是 subject to 的 缩写 ,意思 是 “满足 约束 条 件 ”。 
2. 线性 规划 问题 的 标准 形式 
线性 规划 问题 的 标准 形 虑 为 
J max) z= fx 
it Ag 一 下 (9 本》 
| x E00 = 1 2, 
其 中 为 决策 向 量 ,f 为 常数 向 量 ,6 为 非 负 常 数 向 量 ,A 为 常数 短 阵 . 
任何 一 种 组 性 规划 模型 都 可 以 等 价 地 转换 为 标准 形式 。 
1) 的 来 条 个 标准 化 一 一 松弛 变量 法 
] 朵 约束 条 件 中 有 不 等 成 


Ha de to 十 和 dn < 疡 


2 


ET Tia 二 
呆 道 过 引 大 两 个 非 负 变 其 ri ， rr 将 上 述 条 件 写 成 下 面 等 价 彤 式 


aa 十 eats 十 各 小 End 十 2 二 和 


ea > 


ja El 十 和 J 十 … 十 Unin wa 一 b 


Cr 


可 见 约 束 木 等 式 可 转换 为 约束 等 式 ， 

C2) 自由 变量 的 标准 化 

线性 规划 标准 形 丰 中 要 求 决策 变革 非 负 ,对 于 不 满足 该 条 件 的 变 晤 z, ,可 通过 引进 韭 
负 蛮 量 zx: ，xzr”, 并 增 如 约束 条 件 x 一 2!' 一 x? 或 在 表达 式 中 真 接 以 zx! 一 x 替代 <, 即 可 ， 

(3) 目标 函数 的 标准 从 

着 原 问 题 足 求 max z 二 x， 可 以 转换 为 求 min( 一 >) = 二 一 了 x。 

3. 关于 线性 规划 的 概念 与 名 词 

在 (9, 4) 式 中 满足 约束 条 件 的 向 量 = (ri x 称 为 线性 规划 的 可 行 解 ,所 有 
可 行 解 的 集合 称 为 可 行 域 , 使 日 标 冰 数 = = fx 达到 最 小 的 可 行 解 称 为 最 优 解 。 

如 亲 矩 阵 及 的 菜 x 列 所 构成 的 方 阵 B 大 满 秩 的 , 则 称 B&B 为 线性 规划 问题 的 一 个 基 ,A 


hh 


的 剩余 部 分 组 成 的 子 矩 阵 记 为 N, 邮 4 可 以 写成 4 = (B8,， NN)。x 相应 地 写成 x 二 


， 本 


Ny 


的 分 量 与 日 的 列 相对 应 , 称 为 基 变量 。xv 的 变 其 与 N 的 列 相对 应 , 称 为 非 基 变 量 。 在 约束 
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上 姐 和 -1 线性 规划 解 集训 


即 最 优 解 有 无 穷 多 的 情况 。 


Ax 二 5 中 令 所 有 的 非 基 变 量 取 值 为 零 时 ,得 到 的 解 x 二 
BB! 
-| ») 称 为 相应 于 B 的 基本 解 。 


基本 解 的 基 变 量 都 取 非 负 值 时 , 即 满足 xs 这 0, 则 称 
该 基本 解 为 基本 可 行 解 。 相 应 的 基 B 称 为 可 行 基 。 既 是 


Xs 
Xn 


: 最 优 解 又 是 其 可 行 解 的 x 称 为 基 最 优 解 。 


土 述 几 个 概念 可 以 用 图 9-1 来 表示 其 关系 。 

《1) 车 线性 规划 问题 有 最 优 解 , 则 必 至 少 在 某 个 基 可 
行 解 上 找到 

《2) 车 两 个 基 可 行 解 x"，x*"* 都 是 最 优 解 , 则 它们 的 
由 组 会 x 二 Xx' 十 和 一 Dx' 0 委 ) 妇 1) 也 是 有 最 优 解 ,此 


#9.3 求解 线性 规划 的 MATLAB 命令 


1，MATLAB5.2 以 下 版 本 命令 


求解 线性 规划 问题 


min fx 
st, Ar Eb 


这 里 A 为 m Xn 从 隆 ,ff 为 mx 1 向量 ,b 为 mw X 1 向量。 


x= 1lp(f, A, b) 求解 线性 规划 (9. 5); 

x= ptf, A, Dp, vib, vub) 指定 上 下 四 bs 和 xssvubi 

x= lptf, A, b, vib, vub, x0) 

x= lp(f, A, bp, vib, vub, x0, 
可 以 用 help lp 查阅 有 关 该 命令 的 详细 信息 。 


给 定 适 代 初 值 x0; 
n) 前 n 个 约束 为 等 式 。 


2.MATLABS. 3 版 本 (本 实验 使 用 的 版 本 ) 命 令 linprog 
该 版 本 推出 的 优化 工具 箱 Coptimization Toolbox 2.0) 较 老 版 本 作 了 相当 大 的 修改 , 虽 


然 仍 保留 了 命令 1p, 但 已 使 用 新 的 命令 1inprog 取代 1p。 


x= linprog(f, A, b) 求解 线性 规划 (9.5)1 
x=1inprog(f, A, b, Aeq， beq) 求解 下 面 线性 规划 

min z=f * x, A* xxb, Aeg* X= beq; 
x= linprog(f, A, b, Aeq, beq, 1b, ub) 指定 lb xsub; 
x= 1inprog(f, A, b, Meq, beq, 1b, ub, x0) 
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指定 夫 代 初 值 x0 ,如果 没有 不 等 式 约束 ,可 用 [替代 天 稳 b 表示 缺 省 ;如 果 没 有 等 式 
约束 ,可 用 [替代 Aeq 和 beg 表示 缺 省 5 如果 某 个 天 下 无 界 或 上 无 界 , 可 设 定 jb 人 
二 一 nf 或 ub(1) 二 ini; 

用 [x, Fval] 代 替 上 述 各 命令 行 中 左边 的 x; 则 可 得 到 最 优 解 处 的 函数 值 Fval，。 

可 以 用 help linprog 查阅 有 关 该 命令 的 详细 信息 。 


例 1 解 下 列 线性 规划 
min > 一 一 5 一 本 Ta 一 ra 
st XI 一 x 二 Xi 入 20 
37T, 十 2x: 一 473 ss 42 
3T1 十 2x2 寺 30 
X01 二 1 2,3 
3f=[ -5; -4; -6]; A=[1, -1,1;3,2,4; 3, 2, 0]; 
b= [20: 42; 30]: lb= zeros(3, 1)! 
3[x: Feval l= 1inprog(f. A, b, [1, [j, 1b) 


Optimization terminated successfully. 


x 二 

0, 0000 

15. 0000 

3. 0000 
feval 一 

一 3. 0000 


$9.4 实验 例题 


俩 2 (最 住 连 续 投资 方案 ) 为 便于 输入 计算 ,在 引 例 最 佳 连续 投资 方案 的 数学 模型 中 ， 
根据 实 味 使 用 的 变量 进行 下 列 对 出 转换 


解 ; 计算 如 下 
»clear 
PE = zeros(1l, 11); 
ELOY = 1.15; f{4) = 1.4: £(7)=1.25: f(11)=1.086; 
A=[1, 1, zeros(l, 9);1, -0.06, 1, 1, 1, zeros(1, 6)} 
一 了 35 一 


~0.15，-0.06, 1, 1, -0.06, 1, 1, 1, zeros(1, 3); 
—0.15, —0,06, -0.15, 1, -0,06, 1, 1, -0.06, 1, 1, 0; 
-0.15, -0.05, —0.15, 1, -0.06, -0.15, 1, -0.06,1,... 
~0.06, 1]; 

yb=10* ones(5, 1); 

》1ib= zeros(11, 1); ub = inf* ones(11, 1); ubpt[4, 71) = [3; 4]; 


» x, fval] = linprogt ~ f, A, by [J], [1, 1b, ub) % 以 上 是 输入 
叫 下 面 是 输出 


Optimization terminated successfully. 
x 二 
5. 8406 
4. 1594 
1. 4090 
3. 0000 
0. 0000 
1, 309% 
4. 0000 
1. 4069 
3. 1117 
0. 0000 
1. 5062 
fval= 
—]14,3750 

由 此 可 见 最 佳 连续 投资 方案 为 : 

第 一 年 : yu = 58406 元 ，ya 一 41594 元 ; 

第 二 年 : om = 14090 元 ， yz 一 30000 元 ya 一 0 元 ; 

第 三 年 : ys 一 13098 元 ,ysz 二 40000 元 ,ya 一 14069 元 ; 

第 四 年 : ya = 31117 元 ， yu 二 0 元 ; 

第 五 年 ys 二 15062 元 ; 
第 五 年 未 该 部 门 拥 有 资金 总 额 为 143750 元 ,权利 43. 75%， 

例 3 《 殿 煤 重 分 配 ) 某 两 个 煤 厂 A， 和 A 每 月 进 煤 量 分 别 为 60t( 吨 ) 和 100t, 联 合 供 
应 3 个 居民 区 B 、B 和 到。3 个 居民 区 每 月 对 煤 的 需求 量 依次 分 别 为 501.70t.401。 煤 厂 
A, 离 3 个 居民 区 B 、Bs 和 Bs 的 距离 分 别 为 10km、5km 和 6km, 煤 厂 As 离 3 个 居民 区 
B, 、B, 和 BR 的 距离 分 别 为 4km、8km 和 12km。 河 如 何 分 配 供 煤 量 使 得 运输 量 ( 骂 1X km 
达到 最 小 ? 

解 ; 以 总 运输 量 为 日 标 函 数 , 记 为 有, 煤 厂 供给 居民 的 煤 量 为 决策 变量 , 记 为 z。 (表示 煤 
厂 A.( i 二 1, 2) 提供 给 居民 区 BC = 1，2， 3) 的 煤 量 ), 则 根据 “ A. 运 出 煤 = A, 运 进 煤 ” 
和 * B, 从 A, 运 进 煤 量 之 和 = B; 需求 量 "可 得 下 述 线性 规划 问题 
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imin f 一 10ru 二 5.ts 十 Bis 十 息 元 p1 + Bz 十 12.xro3 
st dy 二 2 二 680 
村 十 .To 十 ai 一 i00 


Xu 十 Xn 一 50 
.0 十 ae 二 
二 13 十 区 23 一 40 


Tu 0 一 1 2 7 一 1，2，3 


求解 如 下 
yc = [10; 5; 6; 4; B: 12]; 
Sheq =[1, 1,1,0,0,.0;0,0,0,1,1,1;1,0,0,1,0,0; 
0, 1.0,0,1,0; 0,0,1,0,0,1]; 
ybeq = [60; 100; 50; 70; 40]; 
$ix, fval] = linprog(c, [J], [|], Aeq, beq, zeros(6, 1)) 
Optimization Lerminated successfujly. 名 输出 
x 二 
0. 0000 
20, 0000 
10. 0000 
30.0000 
0. 0000 
0. 0000 
fwal 一 
940. 0000 
这 里 的 940 为 最 小 运输 量 。 


$9.5 实验 习题 


1 求解 下 面 的 线性 规划 问题 
fmin 子 一 一 32z1 十 4ra 2r + or 
2 一 一 
Xi 十 5 十 3x; 一 Xx 所 14 
一 2zi 十 32zy 一 了 十 2 之 2 
zi 30， 2 无 约束 


2 求解 线性 规划 问题 


一 了 37 


min f = 52 十 4z + Br 
st x 二 2r 二 x 二 6 
一 271 十 XX 这 一 4 
571 十 37a 守 15 
rz 20 了 一 1，2，3 


3 《生产 计划 制定 ? 某 工 厂 制 造 甲 . 乙 丙种 产品 ,每 种 产品 消耗 煤 . 电 .工作 日 及 获 利 如 
表 9-1 所 示 , 现 有 煤 380t( 吨 ) ,电力 200KW :hh, 工 作 日 300 个 。 请 制定 一 个 使 总 利 汐 最 大 
的 生产 计划 。 


单位 利润 (元 At) 


4 {制定 配 棉 方 案 ) 棉 纺 厂 的 主要 原料 是 棉花 ,一 般 要 占 总 成 本 的 ?0% 左右 。 所 谓 配 
棉 问 题 ,就 是 要 根 据 绵 纱 的 质量 指标 ,采用 各 种 价格 不 同 的 棉花 , 按 一 定 的 比例 配制 成 纱 ,使 
其 既 达 到 质量 指标 ,又 使 总 成 本 最 低 。 

棉纱 的 质量 指标 一 般 由 棉 结 和 品质 指标 来 决定 。 这 两 项 指标 都 可 用 数量 形式 来 表示 。 
一 般 来 说 , 权 结 粒 数 越 少 越 好 ,品质 指标 越 大 越 好 。 

一 个 年 纺 纱 能 力 为 15000 锭 的 小 厂 在 采用 最 优 比 方法 配 棉 前 , 某 一 种 产品 32D 纯 棉 纱 
的 棉花 配 比 .质量 指标 及 单价 见 表 9-2。 

有 关 部 门 对 32D 纯 棉 纱 规定 的 质量 指标 为 棉 结 不 多 于 70 粒 , 品 质 指标 不 小 于 2900。 
请 给 出 配 兢 方案 。 


表 92 


单 愉 5 元 /ty 混合 比 ( 猎 ) 稳 结 { 粒 ) 品质 指标 泌 柱 单价 (元 At 


提示 ; 可 考虑 使 混 棉 的 单价 最 小 。 
$9.6 补充 知识 :单纯 形 算法 


1. 单纯 形 法 原理 

对 于 标准 形式 的 线性 规划 问题 
min( 或 max) 了 一 ex 
| ft. Ax=b 


区 闻 00 一 i, 2 ty 及】 
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若 有 有 限 最 优 值 , 则 目标 函数 的 最 优 值 必 在 某 一 基本 可 行 解 处 达到 ,因而 只 要 在 基本 可 行 解 
中 寻找 最 优 解 ， 这 就 使 我 们 有 可 能 用 穷 举 法 来 求 得 线性 规划 问题 的 最 优 解 ,但 当 变量 很 多 
时 计算 量 很 大, 有 时 行 不 通 ， 单 纯 形 法 {simplex method} 的 基本 思想 就 是 先 找 一 个 基本 可 
行 解 ,检验 是 否 为 最 优 解 或 判断 问题 无 解 。 否 则 ,再 转换 到 另 一 个 合 有 自 标 沙 数值 减 小 的 基 可 
行 解 上 ,重复 上 述 过 程 ,直至 求 到 问题 的 最 优 解 或 指出 问题 无 解 。 

原理 如 下 : 设 找到 初始 基本 可 行 解 z, 可 行 基 为 如 , 非 基 矩阵 为 N, 即 可 写 A 一 (B,N)。 


于 是 z ~ (9 ) 上] .相应 地 ,目标 西数 信 为 了 一 cz 一 eas er) | = oo 其 中 避 是 。 
中 与 基 变量 xs 对 应 的 分 量 组 成 的 m 维 行 向 量 。 
再 设 任意 可 行 解 x 一 下 | 由 Ax 一 5 得到 
xn = Bibp— BiNry =b— BNxy 《9. 6) 
相应 的 目标 函数 值 为 
f= = cab— (cB N— cw)xy (9.7) 


若 记 让 一 (ta, ds, Ql ， 则 有 
了 一 了 一 DlesBla, ~ ec), 《9.8) 


所 
其 中 ,Ns 是 非 基 变量 的 下 标 集 。 记 

w= caBig— eo (9. 9) 
称 为 检验 数 ,于 是 有 

f=f— D(x — er, (9. 10) 


变换 后 的 问题 叙述 如 下 
min 了 一 了 一 >») (x) CY 


En 
二 IN 一 是 
X07 二 1， "0 


(9. 11) 


其 中 ,了 是 基本 可 行 解 Y 所 对 应 的 目标 沙 数 值 。 

车 基本 可 行 解 的 所 有 基 变 量 都 取 正 值 , 则 称 它 是 非 退 化 的 ; 若 有 取 零 值 的 基 变量 , 则 称 
它 是 退化 的 。 称 所 有 基本 可 行 解 都 非 退 化 的 线性 规划 为 非 退 北 的 。 

对 于 非 退 化 的 线性 规划 人 9. 11) ,有 下 面 的 结论 

(a) 车 所 有 z 一 所 0, 则 3 为 间 题 (9. 4) 的 最 优 解 , 记 为 x*。 

(by 车 zi 一 0c > 0; 训 CE Ns; 且 相应 的 昌 'a, 所 0, 则 癌 题 (9,4) 元 有 界 最 优 解 。 

(0 若 刀 一 cr > 0, 上 ENa' 且 a4 一 了 ias 至 少 有 一 个 正 分 量 , 则 能 找到 基本 可 行 解 全， 


便 目 标 数 值 下 降 , 即 全 < cx。 
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由 上 述 三 个 结论 可 以 得 到 单纯 形 算 法 的 基本 思路 :首先 找 一 个 基本 可 行 解 芝 并 求 出 与 
之 相应 的 检验 数 z, 一 cj, 着 所 有 的 z, 一 委 0, 则 为 最 优 解 :车 存在 大 使 > 一 ce >> 0; 且 相 
应 的 BB 由 所 0, 则 间 题 无 有 界 最 优 解 ; 阁 存 在 上 使 z; 一 ci 疡 0, 且 相 应 的 Bias 含有 正 的 分 
量 , 则 可 以 求 出 一 个 新 的 基本 可 行 解 人 ,使 得 目标 函数 什 减 少 ,然后 ,上 髓 对 祥 重复 以上 做 法 
如 此 经 过 有 限 次 秋 代 后 一 定 能 找到 最 优 解 或 判定 问题 无 有 界 最 优 解 。 

为 求 出 一 个 新 的 基本 可 行 解 全 ,可 取 正 的 检验 数 中 最 大 的 zi 一 ci 的 下 标 & 所 对 应 的 肥 
的 风向 盟 ai 进入 基 , 使 相应 的 非 基 变量 xz 取 正 值 变 为 基 变量 .可 今 


zs > 0) 全 


[hb 
zr 二 Tin 一 
dL 


并 且 , 让 原来 的 基 变 看 zn 变 为 非 基 变量 , 即 令 za 一 0。 这 样 得 到 新 的 基本 可 行 解 为 


A ， 
9 日 


相应 的 目标 画 数 值 为 
f 一 (全 一 了 一 (Ce 一 ca < 
且 有 
fs = 1 
全 = T >0 
即 全 5 站 
击 上 上 述 原 理 可 有 如 下 算法 。 
2， 单 纯 形 算法 步 又 


对 标准 形式 的 线性 规划 问题 ,单纯 形 的 计算 步 桔 如 下 

(i) 找 初 始 可 行 基 8 和 和 初 逮 基本 可 行 解 。 

(iD 求 出 za 二 B14 会 8, 计 算 目 标 函 数值 f = caxs。 

Oii) 计算 检验 数 > 一己， 了 二 1 2 ny 并 按 zs 一 ci 二 maxfz, 一 6 | 二 1.2,，*…， 
n} 确定 下 标 上, 取 x 为 进 基 变量 。 


?|- 四 是 最 优 解 ， 
Ey 0 


(iv) 车 环 一 c 委 0 停止 ,此 时 基本 可 行 解 工 一 


目标 函数 最 大 值 为 上 一 cn 了; 否则 ,执行 下 步 。 
(v)} 计算 在 二 Bg 车 二 0， 停止 。 此 时 间 题 无 有 界 解 ;否则 执行 下 步 。 


Zs 之 01(* ) 确定 下 标 7, 取 xn 为 离 基 变量 ， 


(vi) 求 最 小 比 帮 = min| 芷 
已 。、 . 
(viD 以 a 代 芝 四 ,得 到 新 基 , 并 令 一 元 再 返回 执行 让)。 
按 上 述 步骤 用 MATLAB 编写 线性 规划 单纯 形 算法 程序 lps. mm 
MM 函数 lps, m 
function [xy, f]=lps(tc, A, b) 
tb = findCh0); bftb) = ~- bttb); 有 (tb， :)= 一 及 (tb，x: 
[m, n] = sizefR]i B= Bl;, 410m); X= Zerostn, 1}3 ml = lsm3 
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While det(B)= = 01~isempty(find(tinv(B)* b(t0)) 
temp = randpermtn); ml = temptl:m); B=At.:, mi},; 
end 
x*B= Bb; x(ml} = xB; f- ceml)’* x(ml):; 
criterior = ctml})* (BM) -Cr [21. 22| = max(criterion); 
While z1»0 
az2 = B\A(,, z2); 
if az2¢ = 0, disp( "问题 无 界 ') ,break 
else, tl=findiaz2 Di; 
[tti, tt2] = min(xB(t1). /az2(t1)),; 
t3= tiCtt2); BE:, t3) = A(;, 22); x(ml) = xB- tti* az2; 
ml{t3) = z2; x{z2} = ttl; f= ctml)* xB; xB= 区 (ml1)5 
criterion= (c(tmi}/B)* A- ces 
[zl1, 22] = max(criterion)y, 
end: end 
x(ml) =xB; f=c*x; 
程序 中 用 的 是 随机 搜索 廊 法 寻找 初始 可 行 基 8B， 
例 < 用 单纯 形 法 求解 下 列 线性 规划 


Min .Fl 十 .Fe 一 生 73 
si ra 十 2 十 了 一 日 
| 十 一 2 十 5 一 了 
一 十 Xs 十 X33 十 ZX 二 和 
Xi 0 人 一 1 2 
解 : 
Fe=i1.1, -4,0,0,0]:b=.9; 2; 4]; 
3a=[1,1, 2,1,0,0;1,1, ~—1.0,1,0; -1,1,1,0,9, 11; 
bE= Ipstc, a, Bb) 
x = 
0.3333 
已 
4 333 了 
0 
6.0000 
0。 
如 果 在 基本 可 行 解 中 存在 有 基 变 量 为 零 的 情况 , 则 称 为 退化 的 基本 可 行 解 ， 在 基本 可 
行 解 退化 时 ,有 可 能 发 生 用 单纯 形 法 要 进行 无 限 多 次 选 代 也 得 不 到 最 优 解 的 死 顶 环 。 
例如 用 上 述 程序 计算 下 面 线性 规划 问题 时 则 出 更 了 死 循环 ， 


例 5 
一 347 一 


min — 0. ?75z4 十 202 ~— 0. 5xe 十 昌 zrr 

tt TI 十 0257 一 zs 一 2 十 9zrr 一 0 
Fa 十 0 ST 一 12r 一 D506 十 377 一 站 
Ts 二 Xe 二 | 
TO 二 1,2, 7) 


而 x 一 (0.75, 0, 0, 1, 0, 1, 0})" 是 该 问题 的 解 。 
避免 出 现 这 种 循环 的 -种 方法 是 字典 序 规则 法 
(D 若 向 量 x 关 0, 里 它 的 第 一 个 非 零 分 量 是 正 的 , 则 称 x 是 按 字 典 序 正 的 , 记 为 工 > 03; 
若 * = 0 或 是 接 字 典 序 正 的 , 则 称 x 是 按 字 典 序 非 负 的 , 记 为 x 之 0。 
《ii 对 向 量 x 和 yy, 有 x 一 了, 则 称 x 是 按 字 上 典 序 大 于 yy, 记 为 x > y; 若 有 x 一 y 之 0， 
则 记 为 x 之 y。 
Gil 着 在 -组 x 中 ,存在 上 使 得 x 之 x 四 , 则 称 x 为 这 组 向 量 中 按 字典 序 最 小 的 ， 
记 戌 x 一 lex minx' 
编制 求 字典 序 最 小 向 量 的 MATLARB 程序 lex _min.nm 
WM 测 数 lex _ min.m 
function [vy; Kk]= lex minCx) 
和 Ty, kK] = lex mintx) 按 行 求人 类 阵 x 字典 序 最 小 行 向 量 
% 返回 值 了 Y 是 矩阵 字典 序 最 小 行 向 量 ,K 是 了 在 并 中 的 行 数 
[mx; nx| = size(x}; k=1; y= x(1, :,)， 
if mx = =1, k=1; y= xtl1l, ;); 
个] SS， 
[ti, t2] = min(x); t3 = zeros(mx, nx): 
for I=1:nxy t3(;, 1) = t1(1)* ones(mx, 1}: end 
t4= sum((t3~ = x)); tt= find(t4~ = 0)} 
K=t2tttt1)); y= xtk, :)} 


end 


情 6 用 上 述 程 序 判 定 x= (0; 0, 3, ~1, 2), yy 一 (0,2,4,0,3) 按 字典 序 的 正 负 并 
比较 x 与 3》 按 字典 序 的 太 小 如 下 
yx=[00, 0, 3, “1, 21; ¥=[0, 2, 4, 0, 3]; z= zeros(1, 5); 
ya=lex min([x; z]); b=lex mint[y; z1); 
ye= lex min([x; 四)5 Comparison = Fa bi cj 
Comparison 王 
0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 
0 0 3 一 1 2 
第 一 .二 行 表示 * 和 ? 者 是 按 字 上 典 序 正 的 ,x* 按 字 典 序 小 于 y。 
按 字 典 序 规则 .单纯 形 法 迭代 不 会 出 现 上 述 用 lps, m 计算 例 5 的 循环 。 做 法 是 
在 单纯 形 算 法 中 将 步骤 vi 中 的 ( * ) 式 换 成 下 式 即 可 。 记 pp 一 站 !, p, 案 未 pp 的 第 i 
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a > 0), 


3, 采用 大 用法 及 字典 序 的 单纯 形 算 法 参考 程序 (用 MATLAB 编写 ) 

用 单纯 形 法 解 线性 规划 问题 时 , 需 先 有 一 个 初始 可 行 基 和 解 。 为 解 汰 这 个 问题 可 采用 
随 宙 搜索 方法 寻找 初始 可 行 基 B, 介 有 时 会 使 算法 不 稳定 (运用 上 面 的 程序 lps.m 计 算 有 时 
会 出 现 不 稳定 )。 可 采用 如 下 的 大 M 法 来 解决 这 个 问题 。 

在 约束 中 引入 入 工 变量 x = (xn zs zw) ， 并 在 目标 函数 中 加 上 惩罚 项 
Wiex( 共 中 三 01, 1 …，1)), 变 诛 线性 规划 问题 为 


个 行 四 量 : 芋 = lex min| 旦 
低 防 诗风 


5 Artx = Bb 


en max) f = er + Mex, 
1) OG = 1, 2, "nm) 


其 中 M 是 足够 大 的 正 数 ， 以 下 是 采用 大 M 法 和 字典 序 规则 用 MATLAB 编写 的 单纯 形 算 
法 的 参考 程序 lps _ Mlex. nm 
WM 通 数 ljps Mlex.m 
functicn [x. £]=lps Mlex(c, A, b, M, N, pre) 
和 x, f]=1lps Mlextc, A, b, MK, HW, pre) 采 用 单纯 形 算 法 中 的 
”大 MH 法 ,并 结合 字典 排序 规则 解 下 列 线 性 规划 
多 minf=c*x 9.t, Ax= 了 b,x 所 有 分 量 实 0 
% 是 一 充分 大 的 数 ,HH 是 引进 人工 变 量 的 个 数 ,应 
% ”不 超过 (通常 等 于 ) 约 束 等 式 的 个 数 ,pre 是 精度 。 
%” 返 下 结果 x 是 最 优 解 ,f 是 最 优 解 处 的 函数 值 。 
[my n| = sizefa)s 
if nargin‘i6, pre=0: end; if nargint5, N= 0; end 
if Nm，error( 不 能 超过 约束 茶 件 的 个 数 严 
156， 
A=[A, [zeros(N, m- N); eyetm— HN)]]; 
c=[c(:)’, Zerost1l, m~ N)]; 
A= [A, eyetm}]; c= [ce, M*ones(l, m) |]; 
mil=n+m-N+i+l.n+2*m- N; B=ACt:, mi); 
X= Zerostnt+2*m—H, 1); x= xt:)} 
tb=findtb'0); bfttb) = ~ bttb); httb, ;7= ~— Bltb, :1); 
xB=B\b; xtml) = xB; 上 = Xi 
crizerion = ctml)* (BB) 一 Ci [zl1，z2] = max(criterion): 
while zl}pre 
az2 = BB\A(:, £2); 
if az2: = pre, x= Tan* ones(length(c)}); break 
else, tl = find(az2ypreyy p= [xB, B\eyeCsize(B))]; pp=| | 


for kk =1:length(t1): 
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pplkk, :) = p(titkk), 1), /az2(ti(kk}); 
end 
tt1 = min(xB(t1), /az2(t1)); | ttO，tt2 ] = lex min(pp); 
t3= ti(tc2): BC t3) =B(;, 22); x(ml) = xB -tt1l* az2; 
mi(t3) = z2; x(zZ2) = ttl; f= c(tml)” xB; xB = x(nl); 
criterion= c(tml}* (B\A) 一 ci [zl，z2] = max(criterion); 
end, end, ends: 
if sumtxtn+m~Ntilnt+2*m-N):= pre’m 
x{ml) = xB; f= ctl.n)* x(1,.n); x= Xxti:n); 
else, x= nan’* onestlength(ce)); x= xt:): X= x(1.n: 
end 
下 而 的 例子 我 们 调用 lps _ Mlex,n 来 求解 。 
例 7 用 lps_Mlex.m 来 求解 前 面 的 例 5, 看 是 否 出 现 死 循环 . 
解 : 
风 忆 eaT 
》E=105 0; 0 -374; 20; — 0.5;€]; 
ya=[0.25, ~8, -1. 9:0.5,. -12, -0.5, 3; 0, 0, 1, 0]; 
ya= [eve(3), al; b= [0; 0; 1]; vib= zeros(7, 1); 
»x= 1inprogtf, [|], [|]. a, b, vib); 
Sxx = 1ps Mlex(f, a, bh, 100000. 3): [x, xx] 


(Optimization terminated successfully. 


ans 一 儿 输 出 结果 
0. 7500 0. 7500 
0. 0000 0 
0.0000 0 
1.0000 ]. O000 
0, 0000 0 
1. 0000 1. 0000 
0.0000 一 0.0000 


可 见 用 1ps_ Miex 与 linprog 结果 一 样 ,没有 出 现 死 循环 。 
例 8 (合金 工厂 的 生产 计划 ) 某 合 会 厂 生 产 甲 , 乙 两 种 合金 ,生产 每 1t( 吨 ) 申 和 乙 种 合 
金 各 需 败 和 A、B、C 三 种 元 素 的 量 见 表 9-3。 


圳 口 邢 素 (CFg) 


融 卫 元素 fgy 


{0 9 折 


0 


mi, 四 20 
Ot 1 on BO 
耳 厂 每 月 所 能 获得 的 A、B 和 三 种 元 素 最 大 供应 量 分 别 为 200kg、 200kg 和 360kg。 
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上 三 生产 甲 种 合金 的 利润 为 30 万 元 /t: 牛 产 乙 种 合金 的 利润 为 40 万 元 /1t。 上 厂 该 如 何 制 


定 生产 计划 ,才能 获得 最 大 利润? 


解 : 设 工 三 每 月 生产 甲 和 乙 种 合金 分 别 为 z(t 和 z(t) ,所 获 利 润 为 万 元 , 则 目标 函 


数 为 :三 =- 30z 十 40x; ,由 题 意 容 易 得 到 下 列 线 性 规划 癌 题 

max f = 30z + 40z; 

st, 2071 十 100zz 过 200 
40x) 十 8Drs < 200 

| 3071 十 60zs < 360 


Ls Ts 0 


标准 化 为 下 列 人 异型 
min- f=—300 一 407 —0Or 一 站 一 站 
5.t. 207z) 十 1007; 十 -ra = 200 
40x) 十 80.rs + = 200 
90z1 十 Ors 十 5 一 360 
9 3 日 


调用 lps _ Mlex.m 求解 如 下 
clear, 
yA=[20, 100, 1, 0, 0; 40, B80, 0, 1, 0; 90, 60, 0, 0, 1]; 
3b= [200; 200; 360]; c= ~ [30; 40; 0; 0; 0]: 
yx, f]=ips Mlexte’. A, b, 10000) 
x 二 加 输出 结果 
3.J000 
0. 7500 
55, 0000 


-135 
串 见 工厂 应 生产 甲 和 乙 两 种 合金 分 别 为 3. 5t 和 0.75t, 最 大 利润 为 135 万 元 。 

4. 补充 习题 
5 用 单纯 形 法 (或 调用 上 面 程序 1ps _ Mlex. nn) 求解 线性 规划 

min =— .rn -—2r Tr — ra — dr 十 226 

二 十 二 

2 十 -rs 37 十 所 4 
xX; 一 Xi 十 2x, 十 x 入 4 
O07 二 =1,2. ,6 
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实验 十 ”飞行 管理 问题 非 线性 规划 


本 实验 的 目的 是 通过 对 应 用 问题 分 析 、 建 立 数 学 模型 并 求解 ,学 习 掌 担 MATIAB 有 关 
非 线性 规划 求解 前 命令 ,加 深 对 非 线性 规划 理论 的 理解 ,加 强 数学 建 模 解决 实际 问题 关键 过 
程 的 实验 活动 。 本 实验 研究 了 飞行 管理 和 公司 营业 计划 等 应 用 问题 。 补 充 知 识 介 绍 了 非 线 
性 规划 的 一 些 基本 算法 。 


#10.1 引 例 :飞行 管理 问题 


这 是 一 个 1995 年 全 国 大 学 生 数 学 建 模 竞赛 题 ,问题 如 下 : 

在 约 10000m 高 空 的 其 边 长 为 I60km 的 正方 形 区 域内 ,经 常 有 若干 架 飞 机 作 水平 飞 
行 ， 区 域内 每 保 飞 机 的 位 置 , 方 向 角 和 速度 由 计算 机 记录 数据 ,以 便 进 行 飞行 管理 。 当 一 架 
欲 进入 该 区 域 的 飞机 到 达 区 域 边缘 时 ,记录 其 数据 后 ,要 立即 计算 并 判断 是 否 会 与 区 域内 的 
飞机 发 生 碰 擂 。 如 果 会 碰撞 , 风 应 计算 如 何 调整 各 架 ( 包 括 新 进入 的 } 飞机 飞行 的 方向 角 ,以 
避免 碰 近 。 现 假定 条 件 好 下 

(1) 不 碰撞 的 标准 为 任意 两 架 飞 机 的 距离 大 千 8km; 

(2) 飞机 飞行 方向 角 调 整 的 幅度 不 应 超过 30"; 

(3) 所 有 飞机 飞行 速度 均 为 800kmyhi 

(4) 进入 该 区 域 的 飞机 在 色 达 区 域 边 缘 时 ,与 区 域内 飞机 的 距离 应 在 60km 以 上 ; 

(5) 最 多 需 考虑 6 架 飞 机 ; 

(6) 示 必 考虑 飞机 离开 此 区 域 的 状况 。 

请 你 对 避免 磁 挤 的 飞行 管理 问题 建立 数 举 模 型 , 列 出 计算 步骤 ,对 以 下 数据 进行 计算 
(方向 第 误差 不 超过 0. 01")， 要 求 飞 机 飞行 方向 角 调 整 的 幅度 尽量 小 。 

设 该 区 域 4 个 项 点 的 坐标 为 

C0, 0)，(160，07，(160，160)，(0，I160) 。 

记录 数据 见 表 10-1。 


表 10-1 飞行 管理 问题 


注 ; 方向 角 指 飞行 方向 与 < 加 正 向 的 夹 角 。 
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此 问题 很 容易 想到 以 各 飞机 调整 的 飞行 角度 平方 和 作为 目标 函数 ,而 以 每 两 架 飞 机 之 
间 的 最 小 距离 不 超过 8km ,各 飞机 飞行 角 记 调整 的 值 不 超过 35 为 约 曙 条 件 。 如 此 得 轴 的 
是 一 个 非 线 性 模型 ,在 计算 上 可 能 会 复杂 些 。 

以 + 表示 时 间 ,z 与 y, 分 别 表示 第 i 架 飞 宙 的 模 纵 举 标 (问题 中 已 经 给 出 ), 包 表示 第 : 
架 飞 机 的 飞行 方向 角 ( 癌 题 中 己 经 给 出 ) .0 表示 1 时 刻 第 i 架 飞机 与 第 ;7 架 飞 机 间 的 距 
离 ,” 表示 飞机 的 飞行 速度 (=-800) 。 
则 目标 艾 数 为 ， 


右 
f= DAF 
4 一 1 
本 (= 人 一 四 十 mcos( 和 十 AB) — cos(h + AQ) 


二 Cy 一» 十 vi(sin(t 二 AG) ~ sint® + AG )))’ 


则 约 东 条 件 为 
有 ,会 mind (ft) > 64, j=1, "6,11 
to:D 
2 
5 一 0 =— ua/p 
其 中 


a = Cr, — rx) (costh + AD) — costd, + A0,)) 
+ (Gy, — yi) (sin(h + AG) — sintt + A )) 
p= vlcos(th + AD) — cos(t, + A )Y 
二 (sin(8 十 a0) 一 sin( + AG,))?] 
将 上 代 人 即 可 求 出 忆 , 。 于 是 ,本 问题 的 一 个 数学 模型 为 


6 
min f= Sap 
i 三 1 
3 上 D, > 64 
1ab | 蕊 宫 
iy j= 1, 6 7AJ 


引 人 记 号 
A 一 {A , "a AD) 革 一 (8 ， "i, gi (tg 是 岂 84— D, 按 i, i 二 1， | 6， 天 


构成 的 向 量 ,在 下 面 的 程序 中 计算 ) , 则 模 避 为 
min /= 00 
| i < (10. 1) 
vlh 寺 8 过 vob 


其 中 vlb =— El 1,1,1, 1,1)7, vub 一 证 (l 1,，1; 1; 1， 1)7， 工 为 转 置 。 
一 147 -- 


像 这 样 在 模型 的 目标 随 数 或 约束 条 件 中 出 现 了 非 线 性 随 数 , 称 为 非 线性 规划 (本 模型 是 
约束 非 线 性 规划 ) 


10,2 非 线性 规划 基本 理论 复习 


很 多 实际 问题 所 归结 的 优化 数学 模 现 中 ,目标 晒 煞 或 约束 条 件 很 难 用 线性 函数 表达 . 
如 果 日 标 男 数 或 约 旧 条件 中 包含 有 非 线性 函数 ,就 称 这 种 优化 模型 为 非 线性 规划 问题 , 解 这 
种 问题 缀 用 非 线 性 规划 方法 。 出 于 很 多 实际 问题 要 求 进 一 档 精确 化 ,以 及 计算 机 的 发 展 ,使 
非 线 性 规划 在 近 30 多 人 秆 来 得 以 迅速 发 展 ,并 在 最 优化 设计 .管理 科学 系统 得 到 越 米 越 广泛 
的 应 册 。 

非 线性 规划 问题 葛 比 线性 规划 问题 难得 窗 , 非 线 性 规划 有 着 众 允 算法 ,而 且 仍 有 不 少 算 
法 不 断 提 出 ,但 它 却 不 像 线性 规划 有 单纯 形 法 这 一 通用 方法 ， 

1， 河 题 提 法 

非 线性 规划 处 照 的 问题 是 在 等 式 斑 林 等 式 约 束 下 优化 某 个 日 标 是 数 , 求 出 最 优 解 。，- - 
般 叶 表示 成 


J 
St HI 2 0,7 1 2 ,Wl {IO. 2) 
| hx) = 0 j= 1,2, ,上 k 


其 中 xxE R"， /Cx) 为 利 标 函数 ,8,(x) ,有 (x) 为 约束 函数 ,这些 函数 中 ,至 少 有 一 个 其 
非 线 性 函数 。 
邻 S= {x| 有 0 一 1] 2 7 一 0 一 1， 2 


称 S 为 可 行 集 或 可 行 域 ,S 中 的 点 称 为 可 行 点 。 这 样 (10. 2) 式 中 的 约束 条 件 可 用 集约 束 


未 


minf Cx), st ES £10, 3) 


特别 移 
minf(xr),. rE R {10,. 4) 


此 为 无 约束 优化 问题 ，。 

2， 相 关 的 基本 知识 

下 面 给 出 最 优 解 太一 些 相关 的 概念 。 

(1) 设 flx) 为 日 标 函 数 ,S 为 可 行 域 ,x”E€ 5S, 若 对 每 一 个 x 各 S 均 成 立 矿区 ) 之 
f(z" ), 则 称 x” 为 极 小 化 问题 (10.3) 式 的 最 优 解 (整体 最 优 解 ] ; 若 存 在 *” 的 某 邻 域 , 使 得 
对 该 邻 成 中 的 每 个 上 成 立 .Ar) 福 了 (x*), 则 称 x" 为 极 小 化 辣 题 的 局 部 最 优 解 ,对 于 极 大 化 
问题 ,可 类 似 地 定义 整体 最 优 解 和 局 部 最 优 解 。 


(2) 称 向 量 Yf(x) = ($Y, WE, 2 2) 为 fix) (如 果 - 阶 偏 导 数 存在 ) 


在 点 x 处 的 梯度 ; 称 秆 阵 
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(of) df) 0 fr) 

ari CriQrs QTTBra 

aftnD 人 

Vi prsBar Br GraBrn 

fn Ff Ff 
azr.Br， BrBzs ar 


为 f(T)( 如 果 二 阶 偏 导 数 存 在 ) 在 点 x 好 的 Hesse 短 阵 ，。 

(3) 无 约束 问题 的 极 值 条 件 , 考 虚无 约束 问题 (10. 4)， 

局 部 极 小 点 的 一 阶 必 要 条 件 ; 设 西数 fx) 在 点 荆 处 可 微 , 若 广 是 局 部 极 小 点 , 则 梯度 
VR) 一 个。 

局 部 极 小 点 的 二 阶 必 要 条 件 : 设 永 数 Ar) 在 点 天 处 二 次 可 微 , 若 王 是 局 部 扳 小 点 , 则 梯 
度 YACX) 一 0, 且 Hesse 算 阵 半 正定 。 

局 部 极 小 点 的 充分 条 件 : 设 消 数 tx) 在 点 站 处 二 次 可 微 , 若 梯度 VY /Cx) 一 0, 且 Hesse 
什 阵 止 定 , 则 * 是 局 部 极 小 点 。 

(4) 约束 问题 的 最 优 性 条 件 , 考 虐 约 束 问 题 (10.2),S 是 可 行 域 。 

下 面 介绍 儿 个 经 常用 到 的 概念 。 

1 设 向 量 d 是 点 的 任 一 方向 ,车 存在 正 数 6, 使 得 对 每 个 实数 2 忆 00， 0) ， 帮 有 /x 十 
家 ) 之 了 (3 , 则 称 4 为 阻 数 放 (x) 在 处 的 下 乔 方 向 ,如果 六 x) 是 可 微 旺 数 ,LV ACE) "之 
不 则 如 必 为 了 xz) 在 处 的 下 降 方 向 。 

(ii) 设 是 非 线性 规划 问题 (10, 2) 的 一 个 可 行 点 ,向 量 如 是 计 点 的 某 一 方 问 , 若 存 在 正 
数 68, 使 得 对 每 个 实数 XE€ (0, 加 , 都 有 十 44 E 3, 则 称 了 为 址 点 的 一 个 可 行 方向 。 

〈 诈 ) 对 间 题 (10, 2) 一 个 可 行 解 下, 对 于 约束 8,(X) 之 0, 如 等 式 成 立 , 则 称 该 约束 是 在 x 
点 的 一 个 起 作用 约束 ,通常 将 所 有 等 式 成 立 的 约束 条 件 一 并 称 为 在 好 的 起 和 作用 约 东 。 起 作 
用 约束 在 二 的 邻 域 限制 了 可 行 点 的 范围 ,也 就 是 说 , 当 点 沿 某 些 方 向 稍微 离开 工时 , 仍 能 满 
是 这 些 约束 条 件 ;而 沿 着 另 一 - 些 方 向 离开 时 ,不 论 步 长 多 么 小 ,前 将 违背 这 些 约 束 条 人 忻 : 所 
有 在 王 处 严格 不 等 式 成 立 的 约 东 条 件 一 并 称 为 在 三 处 的 不 起 作用 约束 。 

局 部 极 小 点 的 一 阶 必 要 条 件 

(i) Fritz John 条 忻 : 设 在 问题 (10.2) 中 , 计 鸭 可 行 点 ;1 二 i118.(X) 一 0 了 和 有 生生 
户 在 工 可 微 ,g,(i 攻 六 在 天 点 连续 , 玉 人 = 1 2,…, 上 ) 在 下 连 钱 可 微 , 如 果 X 是 局 部 最 优 
解 , 则 存在 木 全 为 零 的 数 um， w, 和 (i EE 了 了 二 1，2，… ,上 ) ,使 得 


让 
mV — Pw, VS — Do VE ED) = 0 ww 0,iET 
ieEF ?一 1 


通常 将 满足 Fritz John 条 件 的 点 称 为 Fritz John 点 。 
《iiy Kuhn-Tneker 条 忻 : 设 不 为 问题 10.2) 的 可 行 点 ,== {i | 8:(X) 二 0}， 斑 和 
giED 在 天 可 微 ,g,(i 站 在 点 连续 ,h(i 一 1， …, 上) 在 连续 可 微 ,向 量 集 


{Va (Cx), VAX |iE I,i=1, 2,.,«} 


线性 无 关 , 如 果 x 是 局 部 最 优 解 , 则 存在 非 负 数 如 , 和 数 wdiE TJ 二 1, 2，"…， 上 *) ,使 得 
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VC — Dw, Ye 一 yu VPCz) = 0 
TIE 了 =1 
由 上 述 条 件 知 ,在 最 优 解 处 , 媚 标 的 梯度 可 用 起 作用 约束 梯度 的 非 负 线性 组 合 及 等 式 约 束 宰 度 
的 线性 组 合 来 表示 ,上述 条 件 还 可 写成 等 价 形式 , Vf 了 (3) 一 D0 Ve CE) 一 > VAR, (TY) = 0, 


zw 一 0 1 一 1,，…,， io 后 一 等 式 称 为 互 朴 栓 弛 条 件 。 
《iii) Lagrange 末 数 表述 的 一 阶 条 件 : 称 


下 
Llxs we Pp) = f(T) 一 Dw Ye CA) 一 Dv Vh, (x) 为 Lagrange 函数 ,其 中 w 一 (zer， 
1 一 上 7 一 1 


为 KhoTneker 配子 ,也 称 为 Lagrange 乘 子 。 一 阶 必 要 条 
件 可 以 表达 为 
YY Ws y) 一 昌 


站 O01 二 l,m 

hx) = 0,.7—=1,., (10.5) 
ww ECX) = 0,1= 1, ,Mm 

ww 0 i 1 


(5) 凸 焦 与 凸 了 是 数 

( 凸 集 :R* 中 集合 5S, 若 满足 :对 任意 两 点 x" 和 x 及 每 个 实数 4EI0,1j], 都 有 ax 
二 (1 一 x? 5S, 则 称 S 为 牟 集 ,Ax 中 十 口 一 Dx 称 为 x 和 x 的 凸 组 合 。 

(ii) 目 毅 数 ; 设 S$ 为 R" 中 的 非 空 凸 集 ,是 S 上 的 实 汕 数 ,如 各 对 任意 的 x”, x'” 及 每 
个 数 4 忆 0, 1} 都 有 

Ox 二 一 x) 之 AfCx0) 十 全 一 Fx), 则 称 了 为 S$ 上 的 是 函数 ,如 果 对 任 
意 相 异 的 两 点 , 鞋 面 严格 不 等 式 成 立 , 则 称 了 为 3 上 的 严格 凸 函 数 , 如果 一 了 为 汪 上 的 石 酉 
数 , 则 称 了 为 S 上 的 四 函数 ， 

Gi) 证 函数 的 一 阶 判别 条 忻 :R*" 中 非 空 开 凸 集 S 上 的 可 微 函数 请 是 出 玖 数 的 充 要 条 件 
为 对 任意 两 点 xD x” E 5, 成立 

Fr i fxr) + YF DT 一 2 )。 

(Civ) 凸 函 数 的 二 阶 判别 条 件 , R" 中 非 空 开 凸 集 3 上 的 二 次 可 和 祯 画 数 了 是 止 函数 的 充 要 
条 件 为 在 每 一 点 xE S 处 Hesse 阵 是 半 正 定 的 。 

(wm 四 规划 : 若 在 (10.2) 式 中 了 是 西施 数 ,&, 是 四 函数 , 轧 是 线性 函数 , 则 问题 (10. 2) 为 
求 西 函数 在 凸 集 上 的 极 小 点 ,这 类 问题 称 为 止 规划 . 凸 规划 是 非 线性 规划 中 的 一 种 重要 特殊 
情形 , 它 具 有 很 好 的 性 质 ,上 上 如 定理 所 述 , 山 规 划 的 局 部 极 小 点 就 是 整体 极 小 点 ,如 果 凸 规划 
的 百 标 函数 是 严格 凸 画 数 , 又 存在 极 小 点 , 则 它 的 极 小 点 是 唯一 的 。 


$10.3 求解 非 线性 规划 的 MATLAB 命令 


1. MATLAB 5.2 及 以 下 版 本 {在 MATLAB5.3 也 可 使 用 ) 
《1) 无 约束 板 慎 
fmin、 fmins 参见 实验 三 ， 
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也 可 用 help 命令 来 了 解 上 述 命令 更 多 的 用 法 ，。 
(2) 约束 求 极 值 
constt :求解 下 列 形式 非 线 性 规划 问题 


min f= Fe， 人， vib rvub 


x= constr('fun' ,初生 ,选项 , vib, wub)， 
其 中 初 值 ,选项 ,vib 和 vub 可 以 省 上 略 , 或 用 [ 替 民 以 表示 
省 略 或 取 默 认 秆 ,'fun 写成 如 下 的 M 函数 fun. m 形式 


function [f, g] = fun(x) 


f=f(x); gq= gx): 


可 调用 help constr 来 了 解 constr 更 多 的 用 法 。 


2，MATLAB 5.3 版 本 

fminpnd; 采 用 黄金 分 割 和 抛物 线 插值 法 ,求解 一 元 芳 数 极 值 。 
fminsearch:; 采 用 Nelder-Meade 单纯 形 搜索 法 ,求解 多 元 函数 极 值 。 
fminunc :采用 Newton 法 求解 多 元 函数 极 信 。 

用 法 如 下 


一 


x= fminbnd( 铺 数 各 ,x1，x2, 选 项 )， 
其 中 ' 函数 名 :为 目标 函数 ,用 M 函数 文件 表示 。 
求解 范围 为 x1<x<<x2 ,选项 可 省 略 ， 
[x, f] = fminbnd(...) 同 时 返回 解 x 处 的 函数 值 。 
x = fminsearch( 函数 名 , 初 值 ,选项 )， 
其 中 : 丽 数 名 :为 目标 函数 ,用 M 函数 文件 表示 。 选 项 可 省 略 。 
[x, f] = fminsearch(...) 同 时 返回 解 x 处 的 函数 值 . 
fminunc :用 法 和 fminsearch 一样 。 
可 用 help 命令 来 了 解 上 述 命令 更 多 的 用 法 。 


fnincon; 求 解 下 列 形 式 非 线性 规划 问题 


. [A + x 人 Eb, Aeqg * 7=begqg, 
min f(2) 5 t | cna0, ceqlx) 一 0，Ib< Smb 


根据 约束 条 件 ,调用 格式 分 别 为 


x= fmincontfun; 初 植 , A, bp); 

x= fmincon(fun; 初 和 值 ,A. bP,， heg, beq); 

x= fmincon(fun, 初 值 ,A, b, heq, beq, 1b, ub); 

x = fmincon(fun; 初 值 ,A, b, Meq, beq, 1b, ub, nonlcon); 


| 
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当 约 东 条 件 中 缺 A 和 bb Aeq 和 beq 或 二 和 ub 时 ， 
相关 项 可 用 [代替 。fun 写成 如 下 的 M 吗 数 形式 (fun. m) 
function f= fun{(x) 
f= f(x)s 
非 线 性 约束 条 件 写成 如 下 的 M 函数 形式 Cnonlcon,m) 
function [c, ceq| = nonlcon(x) 
C= CA); CeG = Ceq(x)} 
Lx, f] = fmincont,,,) 同 时 返回 解 x 处 的 函数 什 。 
可 调用 help fmincon 来 了 解 fmincon 更 客 的 用 法 。 


注 ; 车 原 问题 是 求 maxf ,可 以 转 的 为 来 mint 一 从。 


$10.4 实验 例题 


例 1 (所 行 管理 问题 ) 按 非 线性 规划 模型 (10. 1) ,调用 MATILAB 命令 fminecn 求解 ， 


先 写 两 个 本 靖 数 airfun.m 和 airfunco,nm 如 下 


%M 阴 灼 airfun. m 
function f =airfun(delta) 
f= delta* delta's 
6M 函数 airfunco, mm 
function Tec, ceq] =airfunco(delta) 
约束 函 数 airfunco.m 


x0=[150 85 150 145 130 0]; 0=[140, 85, 155, 50, 150, 0]; 


alphad = [243 236 220,5 159 230 52]*Pi/180; v= 800) 
co = costalphad + delta); 
si= sin(alphad + delta); 
for i=2:6 
for j=1:i~1 
tei, j) = (x0fi) — x0(j))* (co(i) ~ co(j)); 
t(i, j) =tCi, 3) + Cy00i) — yO00))* (si(i) ~ si(j)); 
tti, j= ~ t(i, Tv 
tti, =tfiy dfeofi -cold))"2 + Csi(ti}— ... 


si(j))"2); 
if (1, jy¢0, dti, j) = 1000; 
else, 
dti, j) = (x0Ci) ~ x0(j) + tti, j)* Cco(i)— ... 
Ce 7 25 


dti, j) = (0ti-YOC) +v tti, j)* (si(ti}— ... 
S46j)))2+ di, js 
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end; end; ends 
c=64— Ld(2, 1), d(3, 112), d(4, 1:3), dt5, 1;:4), dt6, 1:5) |); 
ceq= 1 |}; 
1 丁 非 线 性 规则 求解 对 初 什 依赖 性 较 大 ,我 们 可 在 零点 随机 生成 若干 个 初 值 来 获取 六 
能 的 最 优 解 。 为 此 可 编写 一 个 M 文件 eg10 _1. mm 如 下 。 
6%M 脚本 egi:0 _ 1, m 


Clear; 
deltaini = [90, 0, 0, 0. 0. 0|; 
vlb= ~ Pi/6* onest1l, 6)}; wb = Pi/6* ones(1, 6), 

options = opt imset( TargeScale , off’), 
[al. fvall= fmincont'airfun’. ~ deltaini, [1, -J]; [1], [J]; ... 
vib. vub, airfunco’, options): 
n=10 
for i=i:n-1 

deltaini = [(rand(1, 6} ~ 0.5)*0.11]; 

[dt, feval] = fmincon('airfun’, deltaini, [j; Cj, [J], [Jj,... 
vib, vub, airfuneo', options); 


if feval(fval, fval = feval; dl = dt: end; 


end ; 
dl, fval 
在 MATIAB 命令 窗口 计算 如 下 
yegl0 1 
mn 一 
10 % 十 个 初 值 
dl 三 儿 最 优 解 
0.0000 0.0000 0.0360 一 0.0086 一 0.0001 0.0273% 弧 度 
feal 一 % 最 优 解 活 数 值 
0. O02] 


注 : 上 述 程序 在 讲 腾 133 内 存 为 16 兆 的 PC 机 上 运行 时 间 大 约 10 多 秒 , 而 如 调用 con- 
str 在 堆 初 值 点 大 约 用 不 到 3 秒 的 时 间 即 可 求 出 上 述 结 果 。 在 此 对 计算 时 间 就 不 做 特殊 限 
制 和 讨论 。 有关 此 问题 的 其 他 解法 可 参见 《数学 的 实践 与 认识 ?996(1)， 

例 2 求 函 数 Ar ，re) = 100(rs 一 如 六 十 (3 一 zz)? 的 最 小 信和 点 ,初始 点 为 
[—1.2, 1], 

解 , 调用 命令 fminsearch 求解 
》[x，fval] = fninsearch('100* {x(2) — x(1)°2)-2+ (1-xl))2，[-i2，1]) % 输 人 
Optimization terminated successfully: % 输 出 
the current x satisfies the termination criteria using OPTIONS. TolX of 
1}, 000000e-004 


and F(X) satisfies the convergence criteria using OPTIONS. TolFun of 
1§3 -- 


1. 000000e-004 
xX 二 
1.0000 1.0000 

fvwal 一 

8B.1777e010 
也 可 调用 命令 fminune 求解 
[x, fval] = fminunc( 100* (x(2) —x(1)"2)"2+ (1~x(1))2', [一 1.2, 1]) 上 输入 
Optimization terminated successfully; 5% 输出 
Current search direction is a descent direction, and magnitude of directional 


derivative in search direction less than 2* options. TolFun 


X= 
1,. 00000 1.0000 
fval= 
1.91]8e-011 
例 3 求 函 数 了 = 一 1,5z? 一 0.5 有 十 zizxs 十 2z1 极 大 值 点 。 
解 : 中 M 元 数 ;ffun. m 


function 立 = ffun(x) 
y=1.5*x(1)"2+0.5*x(2)"2 -x(1)* x(2) -2* x(1)! 多 转换 求 max 为 求 nin 
求解 如 下 
》x1 = fminsearch('ffun', [一 2，4]); 
yx2 = fminunceft ffun' ,[ -2, 4]); xl, x2 和 输入 
Optimization terminated success{fully; %% 输 出 
the current x satisfies the termination criteria using OPTIONS. TolX of 
1. 000000e-004 
and F(X) satisfies the convergenee criteria using OQPTIONS. TolFun of 
1.000000e-004 
X1 一 
1.0000 1.0000 
Optimization terminated successfully: 
Search direction less than 2" options, TolX 
X2 一 
1.0000 1.90000 
例 4 某 公 司 经 营 两 种 物品 ,第 一 种 物品 每 吨 (t) 售 价 30 元 ,第 二 种 物品 售 价 450 元 /it， 
根据 统计 ,入 出 每 吨 第 一 种 物品 所 需要 的 营业 时 间 平 均 是 0. 5h{ 小 时 ), 第 二 种 物品 是 
2 十 0.25zxz(h) ,其 中 zs 是 第 二 种 物品 党 出 的 数量 ,已 知 该 公司 在 这 段 时 间 内 的 总 营业 时 间 
为 800h, 试 决定 使 其 营业 额 最 大 的 营业 计划 。 
和 解 : 设 该 公司 经 营 第 一 种 设备 m 件 , 第 二 种 设备 zx; 件 , 则 营业 额 为 
f= 30zx 二 +450x;; 则 
一 154 一 


st 0 Br or 0. 257i A B00 


加 f= 30r + A407 
X00 


先 写 两 个 M 函数 
%M 函 教 fffun.m 
functicn f = fffuntx) 
f= ~ 30* x(1) ~ 450* x(2); 
WM 通 教 fcon. m 

funeticn|c，ceg] = fcon(x) 
c=0.5"xfl1)+2*xf2)+0.25*x(2)2 一 8B00; ceq =[]} 
求解 如 下 
Lx, fval] = fmincon( fffun’, [O03 0]， LJ; [Lj, Cj: £1, £0; 0], Linf; inf |], fcon ) 
Optimization terminated suceessfully: Magnitude of directional derivative in search direc- 
tion less than 2° options. TolFun and maximum constraint violation is less than options, 
TolCon 
Active Constraints:; 

3 
x 二 

1. 0e 吓 003 

1, 4955 

0.0110 
fval= 
一 4.9815e 十 004 
问题 得 解 ,最 大 营业 额 为 一 { 一 49815。 


才 10.5 实验 习题 


1 求解 min(xt 十 (zs 十 1)2)， 初 始点 为 zx 一 (1,1) 。 

2 求解 max( 一 2x! 一 2xizs 一 5z3), 取 初始 点 x = 二 (2， 一 2 。 

3 求解 min((6 十 zi 十 x 二 (2 一 3Z1 一 3x2 一 zz 初始 点 了 一 (一 4, 6) 。 

4 设 有 400 万 元 资金 ,要 求 4 华 内 用 完 , 若 在 一 年 内 使 用 资金 x 万 元 , 则 可 得 到 利润 
Vz 万 元 (利润 不 能 再 使 用 ) ,当年 不 用 的 资金 可 存 和 银行 ,年 利率 为 109%。 试制 订 出 资金 的 


使 用 规划 ,以 使 4 年 利润 为 最 大 。 
一 区 小 2ry 二 2x: 守 0 


zi Br 二 + 2 各 ?2 
10< x < 20 
X11 一 站: 二 10 


6 某 工 厂 向 用 户 提 供 一 种 产品 , 按 合同 规定 ,其 交 货 数量 和 日 期 是 :第 一 季度 末 交 40t 
一 835 一 


5 求 max Fz) 一 并 3 5 


{ 辽 ) ,第 二 醒 度 未 交 60t, 第 三 季度 末 变 80t。 工厂 的 最 大 生产 能 力 为 等 季 度 100t, 每 季度 的 
生产 费用 是 72 一 5oz 十 0.2.c (元 ) ,此 处 为 该 季度 生产 该 产品 的 吨 数 . 若 工 厂 生 产 的 
多 ,多 余 的 以 产品 可 移 到 下 季度 向 用 户 交 货 ,这 样 ,工厂 就 需 支 付 存储 费 .每 吨 该 产品 每 季 度 
的 存储 凌 为 4 元 。, 问 该 三 每 季度 应 生产 多 少 吨 该 产品 ,才能 距 满 足 交 货 合 同 ,又 使 上 厂 所 花 
费 的 费用 最 少 (假定 第 一 季度 开始 时 该 产品 无 存货 )。 


10.6 扑 充 知识 : 非 线性 规划 算法 


1， 一 维 搜索 

求解 非 线 性 规划 所 用 的 计算 方法 ,最 常见 的 是 迭代 下 降 法 算法 。 其 一 般 步 又 是 ,得 到 点 
x 后 , 按 基 种 规则 确定 一 个 方向 4 ,从 x 出 发 沿 此 方向 在 直线 (或 射线 } 上 求 目标 函数 
的 极 小 点 ,从 而 得 到 x 的 后 继 点 x ,再 从 x 出 发 重复 以 上 步骤 ,直至 求 出 问题 的 解 ， 
这 种 方法 称 为 一 维 搜索 ,或 线 搜 索 ， 

一 维 搜索 可 归结 为 单 变 最 函数 的 机 小 化 问题 , 设 目标 函数 为 (x) ,过 点 x 洛 方 向 2 
的 直线 可 用 点 集 来 表示 , 记 作 工 二 人 | 二 xX 中 十 相合 ， 50 之 和 A 之 50), 求 fx) 在 直线 
上 的 极 小 点 转化 为 求 一 充 函 数 0 二 f(r? 十 可 四) 的 极 小 点 ,为 此 可 采用 黄金 分 割 法 ,县 
体 算法 可 矢 见 前 面 的 实验 ， 

2, 无 约束 非 线 性 规划 

考 虚 庙 题 (10. 4) 求 无 约束 问题 的 极 小 点 , 一般 遂 过 一 系列 一 维 搜索 来 实现 。 其 核心 问 
题 是 选择 搜索 方向 ,搜索 方向 不 同 则 形成 不 同 的 最 优化 方法 。 无 约 东 问题 的 最 优化 方法 一 
般 分 作 两 类 ,一 类 在 计算 过 程 中 使 用 导数 .可 称 为 恒 用 导数 的 最 优化 方法 , 亦 称 为 解析 法 : 另 
一 类 在 计算 过 程 中 只 用 到 上 自 标 函 数 ,通常 称 为 直接 方法 。 最 速 下 降 法 ‘ 亦 称 梯度 法 ) 是 解析 
法 中 最 为 古老 的 一 种 方法 ,同时 也 是 理解 基 些 其 他 最 优化 方法 的 基础 。 

最 速 下 降 法 (梯度 法 ) 

最 速 下 降 法 册 法 国 数学 家 Cauchy 于 1847 年 首先 提出 。 这 种 方法 ,在 每 次 迭代 中 ,党 
最 速 下 降 方 向 { 负 稀 度 方 问 ) 进 行 搜索 。 和 迭代 公式 为 


加 = x 二 dd 


pp 二 一 Vitry 
As 3 Fx® Ad) 一 minf (x™ +Ad'™) 
Ee 
算法 如 下 
人 i) 给 定 初 点 x ,允许 误差 六 0, 置 二 1。 


(ii) 求 搜索 方向 4 = 一 Vf(x")。 
6ii 车 让 de | < ,出 停 止 计算 ; 否则 ,从 x 出 发 沿 4 进行 一 维 搜索 , 求 使 得 
flx® 十 Ad ) = minftx™ 十 好 2)。 

(iv 令 260 一 2 二 sd 田 开 :一 天 十 1， 转 (ii)。 

最 过 下 降 法 在 一 定 条 件 下 是 收敛 的 ,最 速 下 降 法 产生 的 序列 是 线性 收 僵 的 ,而 且 收 第 性 
质 与 航 小 点 处 Hesse 矩阵 Vf(3) 的 特征 值 有 关 。 

设 f(x) 存在 连续 二 阶 偏 导 数 ,二 是 局 部 极 小 点 ,Hesse 矩阵 + f(x) 的 最 小 特征 值 a 六 
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0, 最 大 特征 秆 为 A, 车 令 7 = 全 , 则 条 件数 越 小 ,算法 产生 的 序列 收敛 越 快 ,条 件数 越 大 , 收 


敛 性 越 慢 。 
3. 约束 非 线 性 规划 
(1) 罚 函 数 法 
考虑 约束 问题 (10. 2) ,其 中 
FEEDG = 1， 人 CD 人 一 1 有) 


是 连续 函数 . 罚 函 数 法 的 基本 思想 是 ,利用 目标 函数 和 约束 末 数 组 成 辅助 函数 Ftx, 0o) = 
fr) 十 op (x)。F(x, 0) 具有 这 样 的 性 质 ; 当 点 x 位 二 可 行 域 以 外 时 , 立 数 Fr, c) 取 值 很 大 ， 
而 且 离 可 行 域 越 远 其 值 越 大 ; 当 点 x 在 可 行 域内 时 ,西数 Fr, o) = f(x) ,这样 , 可 将 原来 问 
题 转化 成 关于 辅助 函数 F(x， e) 的 无 约 点 极 小 值 问 题 

minF(tx, o) 会 A(xX) + opr) (C10.6) 


在 极 小 化 过 程 中 ,车 x 不 是 可 行 点 , 则 辅助 函数 中 的 第 2 项 ozP(x) 取 很 大 的 正佳, 其 作用 迫使 
迭代 点 舒 近 可 行 域 , 因 此 解 问题 (10. 6) 能 够 得 到 约束 问题 (10, 2) 的 近似 解 ,而 且 s 越 大 , 近 
似 程度 越 好 .通常 将 ozP (x) 称 为 罚 项 *c 称 为 罚 因 子 , F(x, c) 称 为 罚 画 数 。 
罚 浮 数 可 有 不 同 定义 方法 。PCz) 的 一 般 形式 为 
P(x) = Spig, Co) 十 PU, Cx)) 


:=1 


呈 和 人 多 是 满足 下 到 条 件 的 连续 也 数 

当 y 六 0 时 ,和 yy) 一 0 

当 y 达 0 时 ,Bty) > 0 

当 y 二 0 时 , 王 (y) 一 0; 

当 y 关 0 时 ,Wy) 守 0 
眶 数 二 和 守 的 典型 取 靶 如 下 

BE XN) = [max{Or ~— gr}, Oh Cr) 一 | h(x) | 

其 中 a 衬 1, 守 1 均 为 给 定常 数 .通常 取 作 a 一 月 二 2。 

实际 计算 中 , 罚 因 子 的 选择 很 重要 ,即时 oa 太 小 , 则 罚 联 数 的 极 小 点 远离 约束 问题 的 最 
优 解 ;如 果 og 太 大 , 则 给 计算 增加 困难 ,一 般 是 取 一 个 趋向 无 穷 大 的 严格 增 正 数 鹿 {o.} ,从 o 
开始 ,对 每 个 上 求解 无 约束 问题 minf (x) 十 oxP Cx) ,得 到 极 小 点 的 序列 {x } 。 在 适当 的 条 件 
下 ,这 个 序列 收敛 于 约束 问题 的 最 优 解 . 这 样 道 过 求解 一 系列 无 约束 问题 来 获得 约束 问题 最 
优 解 的 方法 称 为 这 到 无 约束 极 小 化 方法 ,简称 为 SUMT 方法 。 

(2) 计算 步骤 

(i) 给 定 初始 点 x 中 ;初始 罚 因 子 6 ,放大 系数 c >> 1, 人 允许 误差 6 六 0, 置 上 二 1。 

ci xc 为 初 点 ,求解 无 约束 问题 minf (x) 十 grP x) , 设 其 极 小 点 为 x 。 

(ii 若 gsP(xr"”) <e, 则 停止 计算 ,得 到 点 gx ;否则 令 cai 二 cor: 并 置 记 二 不 十 1 返 
回 (ii) 。 

在 序 别 无 约束 极 小 化 过 程 中 ,Ftx*, ox) 和 f(x) 递增 ,P(x ) 递减 , 罚 函 数 法 也 称 
外 点 法 ,所 产生 前 序列 在 适当 的 条 件 下 是 收敛 的 。 
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实验 十 一 ”货车 装 货 方案 整数 规划 


本 实验 的 目的 通过 分 析 应 用 问题 建立 数学 模型 并 求解 ,学 习 掌 握 整 数 线性 规划 及 其 求 
解 的 分 枝 定 寞 算法 ;学 习 掌 握 0-1 线性 规划 及 其 求解 的 隐 村 人 举 算 法 ,并 能 渤 用 MATLAB 编 
程 完成 枚 苦 和 隐 被 举 求解 。 加 强 从 “模型 的 建立 到 求解 "的 教学 建 寝 重要 过 程 的 实验 活动 。 
本 实验 的 例题 和 习题 包含 了 货车 装 货 方案 ,. 授 资 场所 的 选 定 等 问题 。 并 给 出 了 用 MAT- 
LAB 编写 的 分 枝 定 异 法 , 隐 枚 举 法 的 参考 程序 。 


$11.1 引 例 ;货车 装 货 方 案 


现 有 一 节 铁 路 货车 ,车 箱 长 10m, 最 大 载重 量 为 40t( 吨 ), 可 以 运载 7 类 货物 包装 箱 。 包 
装 箱 的 长 度 和 重量 不 同 ,但 宽 和 高 相同 且 泛 合 装 车 ,每 件 包装 第 不 能 拆 开 装 鲁 ,只 能 装 或 个 
装 。 每 件 货 物 的 重量 ,长度 与 价值 如 表 11-1 所 示 。 
表 11-] 货 牢 获 货 米 据 天 
重量 (t/ 件 ) 价值 < 千 元 ) 


长 度 ferm 
55 


40 


8 
了 37 


58 


0, 8 
1. B 
3 各 
2.2 36 了 
3 3 
] 了 
4 8 


| Tl [FL 天 1 一 
Ee 


66 


请 给 出 装 货 方案 ,使 总 的 价值 最 大 。 
设 z, 代表 该 车 箱 装 入 第 : 类 货物 包装 箱 的 件数 , 则 容易 得 到 下 列 数学 模型 


max gC— 40zx) 十 37x; 十 58z3 十 36z4 十 357s 十 456 十 S05r 

gt 5557 TT Ser + 62,47s 十 497 十 40.6zs 十 53， 37xs 十 667y 1000 
站 5zl 十 ].7ry 十 3zx3 十 2.27s 十 3z; 十 Zs 十 57 40 
zi 
z 稍为 正 整 数 ,i 二 1, 2, *…，7 


此 模型 与 前 面 所 讲 的 线性 规划 重型 非常 相像 ,所 不 同 的 是 在 此 要 求 变量 是 整数 ,此 类 优 
化 问题 称 为 整数 线性 规划 (或 线性 整数 规划 ) 。 对 于 变量 限定 只 歌 0 或 1 的 整数 线性 规划 ， 
常 称 为 0-1 线性 规划 (或 线性 0-1 规划 )。 
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#11.2 整数 线性 规划 基本 理论 复习 


整数 规划 是 一 类 要 求 恋 呈 取 整 数 入 的 数学 规划 。 车 在 整数 规划 中 目标 数 和 约束 条 件 都 
是 线性 的 , 则 称 为 整数 线性 规划 (nteger linear programming; 简 记 ILP); 若 要 求 变 量具 请 和 
或 1 时 , 则 称 为 0-1 规划 ;大 只 要 求 部 分 变量 取 整 数值 , 则 称 为 混合 整数 规划 。 本 实验 主要 
内 容 是 ILP 和 0-1 线 忻 规划 (0-1 LP) 。 
1. 问题 表述 
在 一 般 的 线性 规划 中 ,增加 限定 ;决策 变量 是 蔓 数 , 即 为 所 询 [LP 问题 。 其 表述 如 下 
min Fo= ex 
i Ax 过 { 或 =! 或 宇 首 
X00U= 1, 2, ,1) 
(Ci 二 1, 2, …，7?) 取 整数 
整数 线性 规划 问题 的 标准 形式 为 
rmin f= ex 
st A=b 
0 0 = 1 2, ,1) 
\ zt 二 1，2，…，n) 取 整 数 


其 中 ec = (es Ca "yy Cn 二 一 《1 or rs 站 二 Cas mn p= 《本 ， ba 屿 中 六 。 


2. 算法 -一 -分 枝 定 界 法 原理 

求解 ILP 问题 时 ,如 果 可 行 域 是 有 界 的 ,理论 上 可 沁 用 穷 举 法 求解 ,对 于 变量 不 太 骆 时 
此 法 可 行 ,但 当 变量 很 多 时 这 种 穷 举 往往 是 行 不 通 的 。 分 核定 界 法 是 1960 年 初 由 Doig 各 
Land 等 人 提出 的 可 用 于 求解 纯 整数 或 混合 整数 线性 规划 阿 题 的 算法 。 分 枝 定 界 法 比 穷 举 
法 优越 , 它 仅 在 -一 部 分 可 行 解 的 整数 解 中 寻求 最 优 般 ,计算 量 比 穷 举 法 小 。 当 然 若 变量 数目 
很 大 ,其 计算 量 也 是 相当 可 观 的 。 

分 枝 定 界 法 求解 整数 规划 (最 小 化 ) 问 题 的 步骤 为 

初始 ,将 要 求解 的 整数 规划 问题 称 为 I 工 , 将 与 它 相应 的 线性 规划 问题 称 为 问题 1-。 

(1) 和 解 问题 L, 可 能 得 到 以 下 情况 之 一 

(1 没有 可 行 解 ,这 时 IL 也 没有 可 行 解 , 则 停止 。 

cii) L 有 最 优 解 , 并 且 解 空 量 都 是 整数 ,因而 它 也 是 IL 的 最 优 和 解 , 则 停止 。 

ciiy L 有 最 优 解 ,但 不 符合 1L 中 的 整数 条 件 , 此 时 记 它 的 目标 函数 值 为 fo ,这 时 车 记 f 
为 1L 的 最 优 日 标 函 数值 . 则 必 有 / 宇 九 。 

(2) 人 选 代 ,第 一 步 先 分 枝 : 在 二 的 最 优 解 中 任 选 一 个 不 符合 整数 条 件 的 变量 z,， 设 其 值 
为 二 ,构造 两 个 欧 束 条 件 : x 过 [65] 和 过 实 [Lj 十 1, 将 这 两 个 条 件 分 别 加 入 问题 ,将 二 分 
成 黄 个 后 继 问 题 L， 和 1.;。 不 考虑 整数 条 件 要 求 , 求 解 L, 和 1。 

然后 定 界 :以 每 个 后 继 子 问题 为 一 分 校 并 标明 求解 的 结果 ,与 其 他 问题 的 解 的 结果 一 
道 , 找 出 最 优 目标 函数 信 最 小 者 作为 新 的 下 界 , 蔡 换 万 ,从 已 符合 整 数 条 件 的 各 分 枝 中 , 找 
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出 目标 数值 为 最 小 者 作为 新 的 小 界 / , 邵 有 六 关子 之。 

第 二 步 一 比较 与 前 枝 : 各 分 枝 的 最 优 目标 函数 中 若 有 大 于 广 者 , 则 剪 掉 这 一 梳 ( 妈 这 一 
核 所 代表 的 子 问题 已 无 继续 分 解 的 必 览 ); 关 小 于 , 且 不 符合 整数 条 件 , 则 重复 第 一 步骤 ,一 
直到 最 后 得 到 最 优 目 标 函 数值 f = f” 为 止 ,从 而 得 最 居 整 态 数 解 总 ,二 1, 2,…, ms 

下 面 用 一 个 例子 来 说 明 上 述 过 程 。 

例 1 求解 下 列 整 数 规划 


min Ff = ?7 3r 4x 

tT 二 2x2 十 373 这 吕 
St 十 te 十 2 守 5 
0 一 1 2，3) 
-FL es 十 3 为 整数 


解 : 放弃 zz，xzas 为 整数 的 条 件 求解 线性 规划 问题 L 得 ; 二 (0.4,3.8, 0), 了 二 
14, 2 

按 条 件 zs 到 3 和 和 zr: 守 4 将 问题 工分 解 成 子 问题 Li 和 L: 并 由 它们 下 界 为 14.2。 

求解 线性 规划 子 问题 Li 得 : x 二 (0.5, 3,0.5), f= 14.5; 

求解 线性 规划 子 问题 L 得 : x 一 (11/3, 4,0), fr 一 14.33; 广大 fi 二 14.33( 记 与 
了 中 最 小 者 }; 岂 于 广 太 开 二 了 i; 障 全 中 这! 一 173， 因此 以 条 侍 z 妆 一 0 和 zi 之 1 将 La 分 
成 两 个 子 问题 L; 和 I 并 赋 它 们 下 界 为 14. 33。 

求解 线性 规划 子 问题 [; ,得 ; x: 一 (0, 5, 0), f; = 15; 

求解 线性 规划 子 问题 ,得 : x 二 《1,4, 0), 二 15; 
由 于 x* 和 x! 是 原 整数 规划 问题 的 可 行 解 且 fA 六 二 15, 所 以 午 . 广 一 15 作 为 上 界 。 

以 下 再 将 1 分 枝 , 因 xz! 二 0.5. 所 以 可 按 条 件 xz! = 二 0 和 zz 全 1 将 LL 分 成 两 个 问题 I 
和 L ,并 周 予 它们 下 界 14. 33。 求 解 线 性 规划 子 问题 Ls 得 ; x 二 (0,3, 2), f; 二 17; 求解 
线性 规划 子 问题 4 得 : 旭 一 (1，0，773)， 太 一 16.33# 

出 于 f:、 让 > A fs =15， 所 以 L; 和 L: 都 没有 继续 分 枝 求 解 的 必要 ,至 此 求 得 最 优 
解 为 x' 一 中 一 (0,5, 介 及 2 一斑 一 (1 4 0), 最 优 目标 画 数 值 为 了 = 户 一 六 二 15。 

上 述 求 解 过 程 可 用 下 而 的 框图 11-] 表示 。 


问题 工 
x = 0,4 3.8. 0) 
| fn 二 14,2 | 


问题 Li 二 3) 


问题 Latz? 守 4) 
(0.5, 3.0.5) x = (1/3, 4, 0) 
| fl 一 14.5 f1 一 14.33 


问题 Liel = 0) 条 是 Letzl 六 ] 问题 L(x? 一 0) 问题 (ri 守 TD 
x C= 8, 2) x = ,0 ?73) = 0, 5 0) “= (1, 4, 0) 
二 17 XX f=16.33 = 15 记 王 15 


围 11-1 分 枝 定 界 法 的 框图 
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$11.3 整数 线性 规划 分 枝 定 界 法 MATLAB 程序 


0M 函数 JI-P. m 
function [x, £]=ILp (tc, A, 了 ，vrlb，vab，x0，neqcstr，pre) 


[xz, £]= ILp Cc, A, b, vib, vub, x0, negcstr, pre) 求 解 下 列 
整数 线性 规划 问题 
min f=0*x, st. A*xt=b, vlbt= x = vb 
x 的 分 量 全 为 整数 


其 中 x0 是 初始 值 ,可 以 用 [J 代替 x0; neqestr 表示 约束 条 件 
态 x 志 bb 中 的 前 neqcstr 个 是 等 式 ,neqcstr 一 0 时 可 以 省 有 咯 ， 

此 时 岂可 以 省 略 x0, 即 调用 格式 ;x==ILp Cc, A， b, vlb, vub) 
求解 整数 线性 规划 。pre 让 精度 。 

和 % ”返回 结果 x 是 最 优 解 ,f 是 最 优 解 处 的 函数 值 。 


if narging, pres= 0; 


0 咏 有 时 有 虽 尾 


if nargin‘7, neqecstr = 日; 
if nargin(6, x0=[ ， 
if nargin‘5, vub= {|]; 
if nargint4, vlb= [|]; 
end, end: end, end, end 
$% Set to column vectors 
x0=x0(): c=ct); b=sbt;,); vb= vbt;,)s vbh= nb(:); 
m=1; j=1; mvars= length(e'); 
fwvub = inf; xall = [J]; fall =[];x f b=[]; 
Lxtemp ztemp, how] = 1p (te, A, b, vlh, vub, x0, neqcstr, ~ 1); 
ftemp=c'"* xtemps 
if stremp (how, ‘ok'), 
tempd = round(xtemp); templ = floor(xtemp); 
temp? = find(labs(xtemp — tenp0) pre): 
mtemp = length(temp2):, 
if ~ isempty(temp2) 
x_f b=[xtemp; ftemp; vib; Yubj; 
while Jj¢ = mm 
i=1; 
while i( = mtemp 
if x_f btnvarst+ 1, j27¢ = fvub 
“wihbl=x _f btnvars+ 2.2*nvarst+1, j); 
vubl =x f£ bl2*nvars+2:.3"nvars+1, j); 


vubl (temp2 (i)) = tenpl(temp2(1i)); 


了 6 了 


[xtemp z，how]= lotc, [hy ¢ ]，[by fubl],... 
vibl, vubl, x0, neqcstr, - 1); 
ftemp=c'* xtemp; 
if strcmp(how, ‘ok'), 
templ0 = round(xtemp); templi = floortxtemp); 
templ2 = find(abs(xtemp ~ tempi0))pre): 
if isempty(templ2), 
xall = [xall, xtemp]; fall= [fall, ftemp/|; 
fvubp = min( fvub, fall |); 
Elseif ftempe = fvub 
x _f b=[x _f_b, [xtemp: ftemp; Ylbl; vubl|]; 
end, end, end 
1f x _f btnvars+1, j)«= fvub 
vlbr=x 下 bnvars+2;2*nvars+1, j}); 
vlbhritemp2ti)) = templ(temp2ci)) + 1, 
vubr=x f bl2*nvars+2:3° nvars +1, j)} 
Ixtemp z，hom = lp (ec, [A; ce'}, [b; fvub], vibr,... 
vubr, x0O, neqcstr, — 1): 
ftemp = c * xtemp; 
if strcmp{how, ‘ok'), 
tempro = round(xtenp}: temprl = floor(xtemp): 
tempr2 = findtabs(xtemp — temprO) pre): 
if isempty( tenpr2), 
xall = Txall, xtemp]; fall = [fall, ftemp]; 
fvub= mint[fvub, fall |); 
elseif ftemp: = fyub 
x f b=[x_f_b, [xtemp; ftempi vibr; vubr | ]: 
end, end, end 
i=1i+1; end 
Xint=x f bll,nvars;:); [mm， mm] = sizetxint); 了 = 了 十 1 
if jmm, break, end 
temp0 = round(xint(:, j)); templ = floortxint(: ,1))s 
temp2 = find(abs(xint(,;, j) ~ tempd) } PIEe), 
mtemp = lengthitemp2) } end, 
else, x= xtemps f = ftemp; end, 
if ~ isenptytfall) 
fmin=min(fall); rmin= find(fall == fmin); 
x= xall{t;, nmin); f= fnin; end, 
else, xs nany ones(1, nvars); end 


一 I62 一 


$11.4 0-1 型 整数 线性 规划 


1. 0-1 型 整数 线性 规划 的 提 法 
0-1 型 整数 线性 规划 是 一 类 特区 的 整数 规划 , 它 的 变量 仅 取 值 0 或 1; 它 的 提 法 如 下 


min f= ex 


St, 一 
zt (F 1], nn) 取 0 或 1 
其 中 [ 一 [ea ， Co "sy Cn)s 二 一 (Cr, oy TH) 六 二 (Ca) Dan 上 一 Ch, bh:， "ns 六 


我 们 称 此 时 的 决策 变量 为 01 变量 ,或 称 二 进 制 变量 。 在 实际 问题 中 ,如 果 引 进 0-1 变 
量 , 就 可 以 把 各 种 需要 分 别 讨 论 的 线性 (或 非 线性 ?规划 问题 统一 在 一 个 问题 中 讨论 了 。 

2. 求解 0-1 线性 规划 的 卫校 举 法 

求解 整数 线性 规划 的 分 枝 定 界 法 也 是 一 种 隐 枚 举 法 ,0-1 规划 可 以 通过 增加 限定 0 所 
zf. 扫 1 的 整数 规划 来 求解 。 

在 此 主要 介绍 一 种 针对 0-1 线性 规划 特点 的 隐 校 举 法 算法 。 所 谓 隐 枚 举 , 是 一 种 "了 区 
调 ?的 校 举 ,通过 设计 一 些 方法 ,检查 蛮 量 组 合 的 一 部 分 ,而 不 必 全 部 检查 ”个 变量 的 2* 个 
取 什 组合。 要 说 明 的 是 .对 有 些 问题 (特别 是 对 于 一 部 分 类 征 变 量 是 0-1 变量 的 混合 线性 规 
划 ) 隐 和 校 举 法 有 时 难以 适用 ,所 以 穷 举 法 还 是 必要 的 。 

降 枚 举 法 原理 与 算法 步骤 

GD 记 态 =co, 将 * 个 决策 变量 构成 的 x 的 可 能 的 2 种 取信 组合 按 二 进 制 (或 某 种 顺 
证 ) 排 序 ; 

(ji) 按 上 述 顺 序 对 * 的 取 值 首先 检测 了 上 一 cx 所 户 是否 成 立 , 苦 不 成 立 则 放弃 该 取 值 
的 x, 按 次 序 换 () 中 下 一 组 x 的 取 值 重复 上 述 过 程 ; 若 成 立 , 则 转 下 步 ; 

fiiiy 对 x 逐一 检测 Ax 所 中 的 zx 个 条 件 是 否 满 足 , 一 旦 检测 菜 条 件 不 满足 便 停 止 检 
测 后 面 的 条 件 , 而 放弃 这 一 组 x, 按 次 序 换 (Gi) 中 下 一 组 x 的 取 值 执行 i) ;车 m 个 条 忻 金 清 
足 , 则 转 下 步 ; 

Civ) 记 记 = 二 min( 记 让, 按 次 序 换 (中 下 一 组 x 的 取 值 ,执行 Ci)， 

(v) 最 后 一 组 满足 了 = ex 裤 六 和 4xr 近 上 的 zx 即 为 最 优 解 ， 

注 ; 在 执行 上 述 算 法 步 台 时 ,可 以 及 时 好 记录 所 有 满足 了 一 cx 一 (Jf" 为 最 优 值 ) 的 
x ,以 便 求 所 有 最 优 解 。 


&1L.s 0-1 型 整数 线性 规划 计算 的 MATLAB 程序 


在 下 面 的 枚 举 和 隐 裤 举 程序 中 用 到 命令 B 一 de2bitD), 其 作用 是 将 十 进 制 数 向 量 D 转 


换 为 相应 二 进 制 数 按 位 构成 的 以 0，1 为 元 素 的 矩阵 B。 
%M 函数 de2bi. m 
Function b= de2bi(d, n, p) 


#DE2BI ”转换 十 进 制 数 为 二 进 制 数 。 
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B= DE2BIfD) 转 换 正 整数 向 昭 D 成 二 进 制 敌阵 B。 
二 进 制 矩阵 B 的 每 一 行 表 示 十 进 制 向 量 D 中 相应 的 数 ， 
B=DE2BI(D,，H) 转 换 于 整数 向 量 D 成 二 进 制 矩 阵 B， 

但 指定 B 的 列 数 为 。 

B = DE2BI(D，N，B) 转 换 王 整数 向 量 D 成 进 制 矩阵 B。 
p 进 制 矩阵 B 的 每 一 行 表 未 十 进 制 问 量 D 中 相应 的 数 。 
d=d{;); len d=1lengthtd): 


if minCtd) (0, error('Cannot convert a negative number'); 


部 部 哪 中 呈 师 


elseif ~isemptyfindtd== inEy)， 
error(’ Input must not be Znf.'); 
elceif findtd ~ = floortd)), 
error( lnput must be an integer. 站) 
end; 
if nargini2, 
tmp = max(d); bl=|[ |]; 
while tmp»0 
bl = fbi rem(tmp, 2)]: tmp = floor(tnp/2); 
end: 
n= Lengthtkbl) 
end:; 
if nargin(3, p= 2; end; 
b=zeros(tlen d, n); 
for i=1:len d 
j=1; tmp= dti); 
while (j{= ng&(tmp?0) 
b(i, j)= rem(tmp, p); tmp = floor(tnp/p); 
1=j+1; 
end; end; 
UM 表 数 IOlp e.m( 枚 举 法 ) 
function {x, f] =LOLP e(c, A, b, N) 
% [x, f] =L0lp_e(c, A, by NN) 放 校 举 法 求解 下 列 
% 0-1 线性 规划 问题 
多 minf=c*x, st Arx =byx 的 分 重 全 为 整数 0 或 1， 
% 其 中 表示 约束 条 件 x<p 中 的 前 日 个 是 等 式 ,N= 0 时 可 以 省 略 。 
% 返回 结果 x 是 最 优 解 ,f 是 最 优 解 处 的 函数 值 。 
if nargin‘4, N= 0; end 
c=ct,);} b= b(:): 
[m, n] = size(2); x=[j]} f=abs(c')*ones(n, 1); 1=1; 
while i¢ =2*n 
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B=de2bi(i—-1, n)’; 
t=A*B-b: tll = findtt(i:N, 1:) ~ = 0); 
ti2= find(t(N+ Lm :) 0); tl = [t11; t12); 
if isempty(t1i) 
f=min([f, c'*B]), 
if c'*B==f, x=B; end 
end 
i=i+1; 
end 
吕 M 函数 TI01p ie 
sunctjcn [x, f]=LOlp ietc, A, Db, N) 
8 [zx, f1= LOtp ie(ec, A, by N) 用 隐 榴 举 法 求解 下 列 0-1 线性 规划 问题 
min f=c'*x，s.t， A*x( =b, x 的 分 基 全 为 整数 0 或 1， 
”其 中 表示 约束 条 件 Bx 志 b 中 的 前 了 个 是 等 式 ,= 0 时 可 以 省 略 。 
”返回 结果 x 是 最 优 解 ,f 是 最 优 解 处 的 函数 植 。 
if narginid4, N=0; end 
c=cti)r: b=b(,):s 
A=[ — A;N,:); Al; b=[— bl:N); bl 
rm, n] = size(a)i x=[j; f=abs(c')* ones(n, 1)} 
a=[e's AJ: b=[f; bl; i=1; 
While it = 之 “三 
B= de2bi(i- 1, n)' 
j=1: tli=A(j,:)*B- bj); 
while (t1¢ = O08j‘(m+ 1) 
j=j+1; t=RC,:)* BB- by 
if ti)0, j= 1; end; 
end 
if j==m+1 
x=B; f=c'*B; 
b(1) = nin([ b(t1), £]): 
erid 
i=1+1:} 


end 


$11.6 实验 例题 


例 2 〔 货 车 著 货 方案 ) 调 用 命令 ILp. m 计算 如 下 
yolear; £= -[40; 37; 58; 36; 35; 45; 50]; 多 转换 求 fax 为 求 min 
ya= [55, 58, 62.4, 49, 40.6, 53.3, 66; 0.5，1.7，3，2.2，3， 1, 4]; 
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》b=[1000: 40];， lb= zeros(7, 1); ub= [8; 8; 6; 7; 3; 4; 81; 
Dtics [xy £]= ILp(f, a, b, 1b, vb; [j, 0, 0.001), toe 


X= % 输 出 
3 
1 
6 
0 
3 
4 
1 
{一 
—840 
elapsed _ time 一 
328. 51 


注 ;分 枝 定 界 法 本 质 上 还 是 一 种 村 华 深 , 并 不 是 一 种 完全 有 效 的 算法 , 当 变 重 较 多 或 条 
件 较 复杂 时 ,计算 耗 时 可 能 很 多 。 东 例 用 时 328. 84 秒 。 

例 3 共 广 拟 用 集装箱 托运 甲乙 两 种 贷 物 ,每 第 的 体积 重量、 可 获 利润 以 及 托运 所 受 
限制 如 表 11-2。 


位 积 重 量 利 淘 


每 箱 tm) 每 箱 it) 每 箱 (二 元? 


问 两 种 货物 各 托运 多 少 箱 ,可 使 非得 利润 为 最 大 ”? 
解 : 这 个 同 题 可 用 整数 规划 求解 。 设 2 和 zz; 分 别 为 甲 和 乙 两 种 货物 的 托运 箱 数 ( 上 党 
为 非 负 整数 ), 则 有 


st br dr R24 

, 271 十 5z2 < 13 

五 次 0 和 一 ]，2) 
Zz 为 整数 


四 了 一 20 十 107zs 


首先 放弃 整数 性 条 件 , 求 线性 规划 问题 
ye=[ -20, -10]; a=[5, 4; 2, 5]; b=[24; 13]; 转换 max 为 min 
Six, £1]= linprogtc ay pb, Cj. [Cj], [0:01, LN) 


X= 
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yc=[ -20， -10]; a=[5, 4; 2, 5]; b= [24; 13]; % 增 加 条 件 x, 志 4 
yx, £1 = 1inprogfe，ay by []}, [1, [0 01，[4 inf]) 


区 二 


-90 
yec=[ -20, -13]; a=[5, 4; 2. 5]; b= [24; 13]; % 增 加 条 性 瑟 字 5 
x= linprog (c, a, b, [j, [j, 15; 0], £)}) 
无 可 行 解 
可 见 x = 二 (4, 1)71, 了 二 一 90 (一 f= 二 90)，, 间 题 得 以 解决 。 
调用 ILp.nm 求解 ， 
»c=[ -20, ~10];: a=[5, 4; 2, 5]; b=[24; 13]; 
[x: £1]=ILptc, a b, [0; 0], [inf inf], [1, 0, 0.0001) 


二 


—90 
例 4 求解 下 列 整 数 规划 
min f= rr — +x 
st TX 十 Xs 十 2I3 挝 9 
TI 十 I 一 TI 入 2 
一 工 十 Xz 十 X33 挝 和 4 
rxi0(=1,2) 
XxX1， ZKs 为 整数 
解 ， 调用 ILp, m 求解 
ye= [1, 1, — 4]:a=fi, 1, 2: 4, 1，-1 -1,1,1];b=[09; 2; 4j]; 
yx, £1 = ILpCc, ay b, [0; 0; 0], [inf: infi inf], [j, 0, 0.0001) 


x 一 癌 有 两 枝 得 到 同样 解 
0 0 
0 0 
4 4 

{二 


1éf7 — 


一 让 
例 5 求解 下 列 0-1 型 整数 规划 
max f =— 3x1 十 2zre 一 5zs 
ht 十 2 一 江 的 
X11 十 47z 十 Ti 雪人 
十 Xe 帮凶 
47a 十 Ta < 各 
Xi Tas dy 为 和 或 1 


解 : 分 别 采用 校 举 法 和 隐 枚 举 法 求解 如 下 
»c=[3, -2, 51; 约 转 换 求 max 为 求 min 
as [1, 2, — 13 1, 4, 1; 1, 1,. 0; 0, 4, 1]: b=[2; 4: 3; 6]} 
Pxl=L0lp etc, ay by; x2=L0lp ietc., a: b); x1, x2 


Xl 二 
0 
1 
0 
X2 一 
0 
1 
0 
即 得 问题 的 解 。 


例 6 一 架 货运 飞机 ,有 效 载重 量 为 24t( 吨 ), 可 运输 物品 的 重量 及 运 哄 收入 如 表 11-3 
所 示 , 其 中 各 物品 具有 一 件 可 供 选 择 。 


收入 (万 元 》 


间 如 何 选 运 物品 运费 总 收入 最 多 7? 
、 |i 当选 运 第 守 种 物品 时 
解 : 记 x; = 二 , 其 他 
由 有 


st Br 13x: 6r3 + 9x 5x: + 7xe S24 


人 371 十 5xzz 十 27ri 十 474 二 2x5 十 3s 
Tr Tr 了 3 5 Mi 为 0 或 1 


采用 术 举 和 隐 枝 举 法 计算 得 (将 题 中 的 求 max 转换 为 求 min)， 
史书 = =- [3， 5S，2，4，2， 31; a= [8, 13, 6, 9, 5, 了 | b= 24; 
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Pxl = L0lp_elc, a, b); x2=LOlp ie(c，ay b); xl x2=[xl, x2] 
X1 XZ2= 


] 1 
0 0 
0 0 
1 1 
0 0 
1 1 
可 见 分 别 选 运 第 1, 4 和 6 种 物品 . 


3811.7 实验 习 症 


1 求解 下 列 整数 规划 问题 
max f = 3x — zx. 
5. 1, 3 元 1 一 Dro 3 
Si 十 xs 之 10 
2T1 十 xs 过 5 


Ty 
\ -1 4 T3 为 整数 
2 (生产 计划 制定 ) 基 工厂 市 甲 . 乙 两 种 原料 生产 A,，B，C， 了 DD 四 种 产品 ,每 种 产品 请 
耗 原料 定 靳 如 表 11-4 所 示 , 现 有 甲 原料 18t{ 吨 ) , 乙 原 料 3t。 请 制定 一 个 使 总 利润 最 大 的 年 
产 计 划 。 


表 11-4 
At 方 件 } B( 万 件 } 上 玉 件 } I 万 件 ) 
中 上 2 ] 号 4 
Cl 一 一 站 ,5 
单位 利 渔 {万 元 /大和 件 } 3 | EE 19 


3 某 机 械 广 和 制造 A、B 和 CC 三 种 机 床 , 每 种 机 床 贫 用 不 同 数量 的 两 类 电气 部 件 : 部 件 1 
和 部 件 2。 设 机 床 A、B 和 马 各 用 部 件 1 的 个 数 分 别 为 4、6 各 2, 各 用 部 件 2 的 个 数 分 别 为 
4、3 和 5 在 任何 一 个 月 内 共有 22 个 部 件 1 和 25 个 部 件 2 可 用: 生产 A,B 和 和 夺 种 机 床 
每 台 的 利润 分 别 为 5 广元 .6 万 元 和 4 万 元 。 问 A, B 和 已 三 种 机 床 拇 月 各 和 后 产 几 台 , 才 能 
使 厂 部 取得 最 大 利润 。 

4 【投资 场所 选 定 ) 某 公司 拟 在 市 东 \ 西 . 南 三 区 建立 门市 部 。 拟 议 中 有 7 个 位 置 点 4 
人 一 1，2，…，7) 可 供 选择 。 规 定 : 存 东 区 ,由 三 个 点 4 、4*、A, 中 至 煞 选 两 个 :在 击 攻 ， 
由 两 个 点 A 、A; 中 至 少 选 一 个 ;在 南 区 ,由 两 个 点 4 、A, 中 至 少 选 一 个 .投资 总 额 不 能 超 
过 700 万 元 。 设 备 投 资费 与 每 年 可 获 利 润 见 表 11-5。 问 应 选择 哪儿 个 点 可 使 年 利润 为 


最 大 ? 


吉 11-5 


没 备 投资 莫 ( 方 元 


年 终 获 利润 (万 元 
5 求解 0-1 规划 
min f= dr 3r 27 
st, 2r Sr 3r 4 
二 1 十 zs 十 373 之 3 
Ts 二 Xa 这 1 
1! Fas za 为 0 或 
6 求解 0-1 规划 
max 了 一 一 271 一 5rs ~— 3x3 — dx 
vt Cd 十 Ts 十 让 十 二 守 0 


一 .51 十 xz 十 2x3 十 4z4 这 和 
Il 十 一 Xs 十 Ai 并 
Xl Ts， za 为 0 或 1 
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实验 十 二 ”通信 联络 网 的 建立 
图 与 网 络 优化 


本 实验 的 目的 是 通过 对 应 用 问题 的 介绍 及 求解 ,学 习 图 与 网 络 的 相关 知识 及 其 应 用 方 
法 ,理解 并 掌握 最 优 树 及 最 类 路 径 的 Kruskal、Dijkstra 等 算法 ,并 能 运用 MATLAB 或 其 他 
和 工法 语言 编写 算法 程序 ,强化 用 图 与 网 络 建立 解决 应 用 问题 的 权 型 并 求解 的 实验 活动 。 本 
实验 研究 了 建立 通信 联络 网 和 设备 更 新 方案 等 应 用 问题 ,并 给 出 了 用 MATLAB 编写 的 
Kruskal 和 Dijkstra 算法 着 序 。 


$12.1 引 例 :通信 联络 网 的 建立 
设 有 6 个 居民 点 (如 图 12-1(a) 所 示 ) ,每 条 边 代 表 两 居民 点 的 道路 ,数字 代 囊 路 长 。 现 


变 在 这 6 个 居民 点 之 间 设 置 通 信 钱 路 网 ,以 保证 6 个 居民 点 的 联络 。 如 果 已 知 设 置 通信 线 
路 代价 与 道路 长 成 正比 , 问 如 何 建立 该 通信 联络 网 ,而 使 联网 代价 最 小 。 


最 小 生成 衬 的 权 为 上 5 
Ca) tb? 
图 12-1 通信 联络 网 
图 12-1(b) 是 一 种 建立 通信 联络 网 的 方案 。 如 果 在 ww 和 ws 间 再 连 一 根 线路 , 则 mm 、 沁 
和 mw 形成 了 一 个 闭合 的 线路 , 称 为 回路 。 但 由 于 mm 已 经 通过 vw 与 w 建立 了 线路 连通 .所 
以 再 连 ww 和 了 是 多 余 的 且 增 加 成 本 。 如 此 看 来 最 佳 联 网 方案 中 不 允许 有 回路 。 这 种 没有 
回路 的 连通 的 图 , 称 为 树 , 包 含 了 原 图 所 有 项 点 的 树 称 为 原 图 的 生成 树 , 联 网 成 本 最 小 的 生 
成 树 称 为 最 小 生成 树 { 最 忧 树 }。 对 本 例 而 言 是 寻找 最 小 生成 树 。 


$12.2 图 与 网 络 的 基本 理论 复习 


I. 基本 概念 和 名 词 
由 若干 个 不 同 的 点 ( 称 之 为 硕 点 或 节点 ) 与 其 中 某 些 顶 点 的 连 线 所 组 成 的 图 形 称 为 图 ， 
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如 图 12-1 中 屏 为 顶点 。 

如 鞭 图 中 的 每 条 边 都 有 一 个 具体 的 数 与 之 对 应 , 称 这 些 数 为 板 , 称 这 样 的 图 为 赋 权 图 或 
网 络 ,如 图 12-1(a) 所 示 。 

到 与 尊 终 的 基本 概念 如 下 

(1) 边 与 约 : 把 两 点 之 赂 不 带 篇 头 的 连 线 称 为 边 , 带 篇 头 的 连 线 ( 例 如 图 12-2 所 示 ) 称 

为 弧 。 
(2) 无 向 图 与 有 向 图 :如 果 一 个 图 如 是 由 项 点 和 这 构成 的 , 称 
之 为 无 向 图 (如 图 12-1) ,认为 G = CV， 户 ,V 和 分别 是 G 的 顶 
点 的 集合 和 边 的 集合 ， Y 一 {os Mr vw}s 下 一 {es Co 
(3 D6} 如果 一 个 图 G 是 由 顶点 和 弛 构成 的 , 称 之 为 有 向 图 (如 图 

图 12-2 有 向 贸 12-2), 记 为 G==《V, A) ,其 中 YY 和 4 分 别 是 6G 的 项 点 的 集合 和 弛 
的 集合 , A = fa az，…， aoj。 通常 用 顶点 稀有 序 对 (对 无 向 图 是 无 序 对 ) (vw,， ww,) 来 表示 
白 或 边 ,如 图 12-1Cb) ,GG 二 (VEY,V= {wy vs vs Wr Ve Wely EE 二 CW, th), Cv, 
Tr Co Ui) oss We) Cu Va) 

《3) 链 ; 在 图 全 == (VY ,EE) 中 ,点 委 迪 的 交错 序列 《2 
wy， 其 中 忧 为 连结 如 和 ar 的 近 信 二 1 2，… 大 一 1)， 称 为 一 条 连结 wr 和 wi 的 链 , 如 图 
12-2，{(]，4)，(4，2)，(2，3)} 为 一 条 链 。 

(4) 路 径 :如 果 (加 an vi dt D1 91 ,WH) 是 图 G 中 一 条 链 , 并 且 ax 为 从 
vi 指向 wr 的 绒 (t 一 1，2，… 下 一 1), 称 之 为 从 wi 到 如 的 路 径 。 如 图 12-2,{(1，2)， 
(2，3)，t3， 4 为 一 条 路 径 ， 

(5) 回路 :闭合 的 路 径 称 为 回 钻 。 

(6) 圈 : 闭 合 的 链 称 为 围 。 对 无 向 图 而 言 , 链 与 路 径 、 回 路 与 园 是 同一 的 。 

《7) 连通 图 :图 G 中 任何 两 个 点 之 间 至 少 有 一 条 链 , 称 避 为 连通 图 。 

《8) 树 与 生成 树 ,一 个 无 图 的 连通 图 称 为 树 。 若 G = (Vi， FE) 是 连通 图 G: 一 5Y:， 
成 ) 的 生成 子 图 ( 即 Vi = Ye , 开 握 态 ), 且 G 本身 是 树 , 则 称 G 为 Ce 的 生成 树 。 

(9) 邻接 矩阵 ;以 5, 表示 图 中 从 顶点 wv 到 vw 的 弧 的 数目 (无 向 图 只 考虑 与 v2 间 
的 边 的 数目 ) , 则 算 阵 B = (6,,) 称 为 图 G 的 邻接 炬 阵 。 

(10) 带 权 邻 接 炬 阵 :以 ww, 表示 网 络 G 中 从 顶点 w 到 的 弧 的 权 ( 无 向 网 只 考虑 v 与 
。 间 的 边 的 权 ), 当 色 到 无 弧 或 边 时 ,wu = oc， 则 矩阵 W = (ww ) 称 为 图 G 的 带 权 邻接 
和 矩阵。 如 图 12-4 的 带 权 邻接 矩阵 为 (这 里 是 用 MATLAB 输出 结果 的 ,Inf 表示 %0) 


全 一 
Inf In{ 10 Inf 30 100 
Inf lnf 5 Inf lnf Inf 
lnf Inf Inf $0 Inf Inf 
Inf Inf Inf Inf lnf 10 
Inf Inf Inf 20 Inf 60 
lnf Inf Inf Inf Inf Inf 


2. 最 小 生成 树 与 Kruskal 算法 
树 是 一 类 特 蛛 的 图 。1847 年 Kirehhoff 在 研究 电网 络 时 , 便 发 展 了 有 关 树 前 理论 。 树 
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存 分 子 结 构 、 电 网 络 分 析 、 计 算 机 科学 等 领域 有 广泛 应 用 ， 

最 小 生成 树 :在 赋 权 图 G 中 , 求 一 棵 生成 树 , 使 其 总 权 最 小 , 称 这 棵 生成 树 为 图 G 的 最 
小 生成 树 。 

Kruskal 算法 思想 及 步骤 :Kruskal(1959) 提 出 了 求 图 的 最 小 生成 树 的 算法 ,其 中 心思 
想 是 每 次 添加 权 尽 量 小 的 边 ,使 新 的 图 无 圈 , 直 到 生成 一 棵 树 为 止 , 便 得 最 小 生成 树 。 其 算 
法 步 又 如 下 

GD 把 赋 权 图 G 中 的 所 有 边 按照 术 的 非 碱 次 序 排列 。 

(iD 按 人 让 排列 的 次 序 检查 G 中 的 每 一 条 边 ,如 果 这 条 世 与 已 得 到 的 边 不 产生 图 , 则 取 
这 一 条 边 为 解 的 一 部 分 。 

Gii) 著 已 取 到 一 1] 条 过 , 算 法 终止 ， 此 时 以 Y 为 顶点 集 , 以 取 到 的 一 1 条 边 为 边 集 
的 图 即 为 最 小 生成 树 。 

3. 最 短路 径 与 Dijkstra 算法 

最 短路 径 问题 是 图 论 中 的 一 个 基本 问题 。 它 在 通讯 .石油 管线 铺设 .公路 网 等 实际 问题 
中 有 着 广泛 的 应 用 。 

最 短路 径 问 题 , 在 赋 权 有 向 图 G 中 , 求 一 条 总 权 最 小 的 v; 至 vj 的 路 径 的 问题 ,就 是 最 
短路 径 问题 ， 

Dijkstra 算法 的 基本 思想 :如 果 my，m，…， Dr ;ss vo 是 某 图 G 从 vi 到 的 最 
短路 径 , 则 它 的 于 路 w，…， vi 一 定 是 从 wv; 到 vj 的 最 短路 径 。 

Dijkstra 算法 的 小 允 ,; 该 算法 可 求 得 网 络 中 从 基 顶 点 到 其 他 所 有 顶点 的 最 短路 径 , 算 法 
步骤 为 

Ci) 根 设 网 络 G 有 + 个 项 点 ,用 带 权 的 邻接 矩阵 W 来 表示 ,Wi, 门 表示 从 顶点 忆 到 %， 
的 弧 或 边 上 的 权 值 ,不 存在 弧 或 边 的 权 值 用 oo( 在 MATLAB 中 为 Inf) 表 示 。S 为 已 求 出 的 
从 已 知 嫩 点 v, 出 发 的 最 短 上 路 径 的 终点 的 集合 , 它 的 初始 状态 为 空 集 。 则 从 vw 出 发 到 图 上 其 
余 各 顶点 内 可 能 达到 的 最 短路 径 长 度 的 初 值 为 ; PDC) = min{W(i, 2) | vw EV 一 {2)) 

(ii) 选择 ,使 得 : DG) 二 min{D(E) | vw EV 一 S}, wv, 就 是 当前 求 得 的 一 条 从 始点 
遇 发 的 最 短路 径 的 终点 ,。 令 S= SU {i) 

(ii) 修改 从 尺 出 发 到 集合 V 一 S 上 和 任 一 顶点 vi 可 达 的 最 短路 径 长 度 。 如果 五 (7 十 
丽人 RD) 出 修改 万 (有 为 :万 人) 二 DOD 二 WOU, kK); 

Civ) 重复 操作 (iD 、(ii) 共 = 一 1 次 ,并 记录 各 最 短路 径 经 过 的 所 有 顶点。 由 此 得 到 从 
始点 wm 到 图 上 其 余 各 顶点 的 最 短路 径 是 依 路 径 长 度 递增 的 序列 。 


$12.3 Kryskal 算法 与 Dijkstra 算法 的 MATLAB 程序 


1，Kruskal 算法 的 MATLAB 程序 
WM 加 数 mintTeek. m 
function [Wt, Pp] = mintreek(n, H) 
% 图 论 中 最 小 生成 树 Kruskal 算法 及 画图 程序 函数 
% 格 起 [WE，Pp] = mintreek(n, W);n 为 图 顶点 数 ,WF 为 图 的 带 权 邻 接 短 


% 阵 ,不 构成 过 的 两 顶点 之 间 的 权 用 inf 表示 。 显 示 最 小 生成 树 的 边 及 
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% 顶点 , 几 为 最 小 生成 树 的 权 ,Bpb(:，1:2) 为 最 小 生成 树 边 的 两 顶点 ， 
% Pp(:，3) 为 最 小 生成 树 的 边 权 ,PP(:， 全 为 最 小 生成 树 边 的 序号 ; 
#% 附 图 ,红色 连 线 为 最 小 生成 树 的 图 ， 
tmpa= find(W~ = inf)}; [tmpb, tnpc | = find(W™~ = inf); 
w= NCtmpa); e= [tmpb, tnpc]; #w 是 中 中 非 inf 元 素 按 列 构成 的 向 量 
$8 的 每 一 行 元 素 表 示 一 条 边 的 两 个 顶点 的 序号 
[wa, wo] = sort(w); E= [eC(wb, :), wa, wb]i [nFE, mE] = size(E)} 
temp = find(FEC:, 1)- EC:, 2)); E=E(ltenp, :2); 
P=Et1, .); k= lengthtE(;, 1)); 
while Crank(tE)»0) 
templ =max(Etl, 2), Etl, 1)); temp2 = min(E(l, 2), E(1, 1)); 
for i1=1:k; 
if (E(i, 1) == templ), E(i, 1) = tenp2; end; 
if (EC(i, 2) == templ), E(i, 2) = tenp2; end 
end, 
a= find(E(:, 1) — EC:, 2)); E= Ea, ;)} 
if Crank(E)0), P= [Bi; EC(1, :)]; k=1length(E(:, 1)); end; 
end; 
Wt = gum(P(:, 3)); Pp= [elPC:, 4), 1), PC 3:4)] 
for i=1:lengthtP(:，3)); $% 旺 示 顶 点 Y: 与 边 包 
dispr[ ‘fe’, num2strCp(i, 4)), (Vy. 
num2str( pti, 1))，” ‘,'v, mm2strCP(i, 2)), ')']); 
end; 
% 以 下 是 画图 程序 
axis equal; hold on 
[x, ¥] = cylindertl, n); xm=nin(x(l, :)); ym = mint(y(l, :)); 
xx = max(x(t1l, 1)); yy= max(y(l, :)); 
axis([xm— abs(xm)* 0,15, xx + abs(xx)* 0.15, yn- abs(ym)” 0.15, .,.. 
yy + abs(yy)” 0.15])} plot(xt1, :), ¥(1, :71 "ce ) 
for 1i=1i:ny temp=[' v, int2str(i)]; 
text{xt1l, 1), y(l1, i), temp); end 
for i =1,nE, plotCx(1, ei, 1)), yl, eli, :)), 'b'); endi 
for i=1.length(tPt;, 4)), 
plot(x(1, Pp(i, 1:2)), ¥(1;, Ppli, 1:2)), ‘7'); end; 
text( -0.35，- 1.2,[' 最 小 生成 笃 的 权 为 '， ,num2str (WE) 上); 
title(' 红 色 连 线 为 最 小 生成 树 '); axist'off')} hold off 
2、Dijkstra 算法 的 MATLAB 程序 
的 M 函数 minroute. 志 
function [S，D] = minroute(i, m, W) 
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名 图 与 网 络 论 中 求 最 短路 径 的 Dijkstra 算法 函数 
名 格 式 LS，DJ = minroute(i, n, W) 


和 i 为 最 短路 径 的 起 始点 ,x 为 图 顶点 数 ,W 为 图 的 带 权 邻接 矩阵 ， 
% 不 构成 边 的 两 顶点 之 间 的 权 用 inf 表示 。 最 示 结 果 为 :5 的 每 

第 一 列 从 上 到 下 记录 了 从 始点 到 终点 的 最 短路 径 所 经 顶点 的 序号 ; 
% D 是 一 行 向 量 , 记 录 了 5S 中 所 示 路 径 的 大小 ; 


dd=[]; tt=[]; ss=[]; ss(1, 1)=i; Y=1im; VCi)= [J]: dd= [0; ii 
% dd 的 第 二 行 是 每 次 求 出 的 最 短路 径 的 终点 ,第 一 行 是 最 短路 径 的 值 
kx = 2; [mdd, ndd| = sizekdda) 
While ~ isempty(V) 
[tmpd, j] =min(WCi, VY}; tmpj = Yi 
for k= 2.;ndd 
[tmpl, ji] = mintddti, KY + Widd(2, kK), V))s 
tmp2 = Y¥(jj); ttC(k—1, :) = [tmpl, tmp2, jji]; 
end 
tmp= [tmpd, tmpj, j; tt]: Ltmp3, tmp4] =nminCtmp(:, 1)); 
if tmp3 == tmpd, ss{1:2, kk) = [i; tmpttmpd, 2)]: 
elge, tmp5 = tind(sst:, tmp4}~ = 0); tmp6 = length( tmps); 
if dd(2, tmp4) == ssttmpé, tmp4) 
sstl:tmp6 +1, kk) =[ss(tmp5, tmpd)s tmp(tmp4, 2) |]; 
else, ss(1:3, kk) =[i; dd(2, tmp4)}; tmpCtmpd, 2)]; 
end; end 
dd= [dd, [tmp3; tmp(tmp4, 2)]]; Vetmpltmpd, 3)) =[]} 
[edd, ndd)] = sizetdd); KE = kk+1; 
end; S= ss; D= dd(1, ;); 


$12.4 实验 例题 


例 1 (通信 联络 网 的 建立 ) 运 用 Kruskal 算法 求 出 图 12-1(ay 的 最 小 生成 树 , 即 可 得 到 
最 佳 建立 网络 的 方案 。 求 解 如 下 
Sclear; n=6; W = inf ones(6), 
ywt1, [2, 3，4]) = [6, 1, 5]: w(2，[3，5J) =[5，3]; 
we3, C4, 5, 61) =[5, 6, 4]; wi4, 6) =2; w(5, 6) = 6; 
» [a, b] =nintreek(tn, w) 
e2Cvl v3) 如 输出 顶点 与 边 的 标记 ,最 小 树 的 村 成 一 目 了 然 
egfvd4 v6) 
e6fKv2 v5) 
eBCv] wa) 


e3Cv2 1) 
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15 名 最 小 生成 椅 的 权 值 


b= 听 其 会 儿 见 程序 mintreek. m 的 说 明 
1 3 1 2 
4 6 2 9 
2 5 3 6 
3 6 4 8 
2 3 5 3 


这 里 略 去 了 所 附 图 形 ,该 图 是 图 12-1(a) 与 12-1(b)? 的 重合 。 

例 2 〈 设 备 更 新 问题 ) 基 公司 使 用 一 种 设备 ,这 种 设备 在 一 定年 限 内 和 戎 着 时 间 推 移 逐 
渐 损 坏 。 所 以 ,保留 这 种 设备 的 时 间 越 长 ,每 年 的 维 收 费用 就 越 大 。 现 我 们 假设 该 公司 在 第 
一 年 开始 时 必须 购置 一 台 这 种 设备 ,并 假设 计划 使 用 这 台 设 备 的 时 间 为 五 年 ,估计 这 人 台 设 备 
的 购买 费 和 维 妖 费 ( 单 位 :万 元 ) 见 表 12-1。 

表 12-1(8) 第 一 年 到 第 五 年 的 购买 伟 格 


表 121(b) 不 同 使 用 年 限 的 谈 备 的 维修 上 费 
使 用 年 陵 0 一 1 1 2 2 一 3 3 一 4 4 一 5 
维 艇 费 5 7 12 18 25 


这 家 公司 希望 确定 应 在 硅 一 年 购买 一 台新 设备 ,使 得 维 收费 和 新 设备 的 购置 费 的 总 和 


解 : 考虑 六 个 点 克 ， 3， ，U5 ;其 中 (i 二 1， 
…， 5) 表示 在 第 i 年 初 要 购买 新 设备 。ws 是 虚设 点 ,表示 
在 第 5 年 底 才 购买 新 设备。 再 从 点 vi(i 一 1，*…，5) 引出 
指向 点 wn rz， v6 的 , 弧 Cv， %) 家 示 第 i 年 年 初 
网 进 的 新 设备 要 使 用 到 第 j 年 (j = 2，…, 6) 的 年 初 。 红 
(i, vw) 上 所 赋 的 权 为 第 i 年 的 购置 费 加 上 从 第 i 年初 到 
第 ; 年 初 这 段 时 间 的 维修 总 费用 。 比 如 WW(1, 4) 一 20 十 
(5 十 7 十 12) = 44( 万 元 ), 如 此 计算 可 得 到 所 有 权 值 , 见 下 
面 的 赋 权 有 向 图 (图 12-3)， 

本 问题 变 为 在 上 面 的 赋 术 图 中 求 一 条 从 m 到 we 总 权 


团 12-3 设备 更 新 问题 


最 小 的 路 径 ， 
求解 如 下 
Yeleary n=6; w=inf* ones(t6); 
wtl, [2, 3, 4, 5, 6]} = [25, 32, 44, 62, 87]; 
wt2, [3, 4, 5, 6]) = [25, 32, 44, 62]s; 
ywt3, [4, 5，6]) = [27, 34, 461: 344， [5, 6]) =[27, 34]; 
wi5, 61 =28; [s,. d)] = nminroute(tl, n, w) 
-~ 76 一 


s 一 %% 输 出 ,每 列表 示 最 短路 径 的 顶点 序号 


1 1 1 1 1 1 
0 2 3 4 5 3 
0 0 0 0 0 6 
d= % 最 短路 径 的 权 什 
0 25 32 44 62 78 AS 
可 见 从 到 ve 总 权 最 小 的 路 径 为 wi 一 wrvs,: 权 和 什 区 10 
为 78。 由 图 12-3 可 沁 看 出 名 一 一 v6 也 是 一 条 总 权 报 小 和 De 
的 路 径 权 依 为 78, 可 知 最 小 路 径 不 唯一 。 ™ » 
例 3 求 图 12-4 中 ,; 自 点 ww 到 其 他 各 点 的 最 短 有 10 3 
向 路 好 100 
解 : 运用 Dijkstra 算法 程序 计算 如 下 Wy 
Yelear: w= inf* ones(6); wtl, 3) = 10; w(1, $) = 303 名 
时 124 例 3 图 


wel, 6) = 100; w(t2, 3) = 5; wt3, 4) = 50; w(4, 6) = 10. 
Yu, 4) = 20; wtS5, 6) = 60; 


i=1;[s, d=minroute(ti, €, w) 


s 一 兴 输 出 ,每 列表 示 最 短路 径 的 顶点 序号 

1 1 1 1 1 1 

0 3 5 5 5 2 

0 0 0 4 4 0 

0 0 0 0 6 0 
d= % 最 短路 径 的 权 值 

0 19 30 50 60 lnf 


鲍 4 8 个 城市 之 间 有 公路 网 ,每 条 公路 为 图 12-5 
中 的 边 , 边 上 的 权 数 表示 通过 该 公路 所 需 的 时 间 。 设 你 
处 在 城市 m ,那么 从 该 城市 到 其 他 各 城市 ,应 选择 什么 
路 径 使 所 需 的 时 间 最 少 ? 

解 ; 这 是 一 个 无 向 网 ,根据 问题 题 意 是 要 求 一 条 从 
mm 到 其 他 各 城市 的 最 短路 径 ,求解 如 下 
elear; w= inf* ones(93); 
yw(1, [2, 3, 5, 6, 7]) =71, 2, 7, 4, 8]; 
wt2, [1; 3. 4, 7]) = [51, 2, 3, 7]; 

wt3, [1, 2, 4, 5]) = [2, 2, 1, 5]; 

图 12-5 公路 网 wia, [2, 3, 5, 8]) = [3, 1, 3, 6]; 
wt5, [1, 43, 4, 6, 8]) = [7, 5, 3, 3, 41; 
Swe6, [1, 5, 7,8])=[4, 3, 2, 6]; wt7, [1, 2, 6, 3) = [8,7, 2, 4]; 
pwd, [4, 5, 6, 7]) = [6, 4, 6. 4]; 
》Ls，d] = minroute(1l, 8, w) 


:一 %% 输 出 
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二 定 呈 呈 
FF 
DD 
Le 
二 
[| 
Lm -上 
加 中 请 


0 1 2 3 4 6 6 9 
由 ;可见 从 vw 到 其 他 各 城市 的 最 短路 径 ,d4 为 相应 的 权 值 。 


$12.5 实验 习题 


1 某 企业 使 用 一 种 设备 ,每 年 年 初 ,决定 起 购 置 新 的 ,还 是 继续 用 上 归 的 。 若 购置 新 设 
备 , 则 需 付 一 定 的 购置 费用 ;车 继续 使 用 旧 设 备 , 则 需 付 一 定 的 维修 费用 。 假 设 该 企业 在 第 
一 年 开始 时 必须 购置 一 人 台 这 种 设备 ,并 假设 计划 使 用 这 种 设备 的 时 间 为 五 年 。 表 12-2 给 出 
一 各 新 设备 的 价格 以 及 一 台 设 备 的 使 用 维修 费用 。 


表 122(a) 从 第 1 年 到 第 5 年 的 设备 价格 (单位 : 千 元 ) 


12-2(b) | 人 


使 用 年 限 | EE 


这 家 企业 希望 确定 应 在 哪 一 年 购买 一 各 新 设备 ,使 得 维修 费 和 新 设备 的 购置 费 的 总 和 


最 小 。 
2 求 图 12-6 中 a 到 各 顶点 的 最 短 距离 和 最 短路 径 。 


图 12-6 习题 2 图 图 12-7 为 是 3 立 
3 一 辆 货车 从 水 泥 厂 运 水 泥 至 某 建筑 工地 。 和 如 图 12-7, 图 中 。 表示 水 泥 厂 所 在 处 ,了 
为 建筑 工地 所 在 处 ,图 中 弛 旁 插 狐 内 的 数字 ,第 一 个 数 表 示 两 点 间 弃 离 , 第 二 个 数 表示 两 点 
间 汽 车 行驶 所 需 时 间 。 斌 分 别 依据 最 短 呀 离 和 最 少 行驶 时 间 确 定 水 泥 广 至 某 建 筑 工地 的 汽 


车 行驶 路 线 ? 
4 已 知 8 口 海上 油井 ,相互 间距 离 如 表 12-3。 已 知 1 号 井 离 海岸 最 近 , 为 5 海里 。 问 


从 海岸 经 1 号 井 铺设 油管 将 各 油井 连接 起 来 ,应 如 何 铺设 使 输油管 长 度 为 最 短 ( 为 便于 计量 
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和 检修 ,油管 只 准 在 各 并 位 处 分 叉 ) 。 
考 12-3 各 油井 间距 离 ( 单 位 ,海里 ) 


3 | | 了 .下 1 .7 2.5 | 1.9 1,0 
4 站 了 1.8 ]1.5 0.9 
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实验 十 三 ”生产 计划 的 制定 动态 规划 


本 实验 的 目的 通过 将 点 用 问题 看 作 多 阶段 决策 过 程 来 建立 教学 模型 ,复习 和 进一步 了 
解 动态 规划 的 相关 拓 识 及 其 求解 的 逆序 算法 ,并 结合 计算 机 编程 (特别 是 运用 MATI.AB) 
解决 实际 问题 。 强 化 动态 规划 应 用 从 建 模 到 求解 的 全 过 程 实验 活动 。 本 实验 研究 了 动态 规 
划 的 几 个 典型 用 法 ,如 生产 计划 制定 .确定 最 短路 径 和 证 备 分 配 等 问题 ,并 给 出 了 动态 规划 
逆序 算法 的 MATIAP 参考 程序 。 


$13.1 引 例 :生产 计划 的 制定 
某 工 厂 与 镍 户 订立 合同 ,在 四 个 月 内 出 售 一 定数 量 的 某 种 产品 ,产量 限制 为 10 的 倍数 ， 


工厂 等 月 最 密生 产 100 件 ,产品 可 以 存储 ,个 储 费 用 为 每 台 2 百 元 ,每 个 月 的 需求 县 及 每 件 
产品 的 生产 成 本 见 表 13-1. 


表 13-! 丰产 成 本 和 需要 量 


雷 要 午 ( 件 ) 


60 


每 件 生 产 戌 本 { 白 元 ) 


现在 分 别 在 外 1 月 初 没有 存货 可 用 和 加 1 月 初 有 20 件 在 货 可 用 这 两 种 情况 下 确定 每 月 
的 生产 量 , 要 求 既 能 满足 每 月 的 合同 需求 量 , 又 使 生产 成 本 和 存储 费用 达到 最 小 。 

静态 地 看 ,本 引 例 是 一 个 整数 规划 问题 ,但 这 里 我 们 可 以 把 这 个 问题 的 解决 动态 地 视 为 
各 月 (一 般 称 为 阶段 ) 先 后 作出 决策 (这 里 指 生 产量 ) 的 过 程 一 多 阶段 的 决策 过 程 ,而 在 每 
个 月 作 决策 时 ,不 能 仅 考 忠 本 月 的 费用 (一 般 称 为 阶段 指标 ) ,因为 本 月 的 决策 会 对 以 后 各 月 
的 决策 产生 影响 ,因此 应 考虑 从 本 月 直到 第 四 月 末 的 总 费用 (总 指标 ) ,而 每 月 的 决策 依赖 于 
各 月 初 仓库 中 的 存货 量 ( 一 般 称 为 始 端 ) 而 和 以 前 各 月 如 何 造成 这 存货 量 的 情况 无 关 ( 称 为 
无 后 效 性 ) 。 在 例 2 中 我 们 将 计算 当 1 月 初 无 存货 可 用 时 的 最 优 决策 见 表 13-2。 


表 13-2 最 优生 产 计 划 


月 初 存储 量 5 件 ) 
产量 5 和 件 》 


则 第 四 月 的 决策 即 为 月 初 仓储 数 为 0 时 的 最 优 决策 ,第 三 ,四 月 的 决策 即 为 第 三 月 初 仓储 
数 为 70 时 的 最 优 决 策 ,以 及 第 二 .二 .四 月 的 决策 即 为 第 二 月 官 仓 储 数 为 40 时 的 最 优 决 策 。 
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因为 苦 椒 然 , 如 对 应 于 第 三 月 初 仓 储 数 为 70 时 ,第 三 ,四 月 的 最 优 决 策 是 分 别 生产 80 件 和 30 
件 ( 即 这 样 的 费用 比分 别 生 产 50 件 和 60 件 更 省 ), 则 我 们 保留 第 一 、 二 月 的 生产 数 , 而 把 第 三 、 
第 四 月 分 别 改 为 80 件 和 30 件 , 这 个 方案 显然 优 于 原来 的 方案 ,这 和 原来 的 方案 是 最 优 相 邯 
盾 。 这 个 性 质 可 以 简 述 为 : 量 优 决策 的 任何 蕉 断 仍 是 最 优 的 ! 最 忧 性 原理 )。 把 这 一 最 优化 问 
题 视 为 符合 最 优 性 床 理 ,无 后 将 性 的 多 阶段 决 策 过 程 并 进行 求解 的 方法 称 为 动态 规划 方法 。 


#13.2 动态 规划 的 基本 理论 复习 


1 基本 思想 与 逆序 解法 的 直观 同 顾 

前 面 我 们 已 简单 介绍 了 动态 规划 。 为 了 更 便于 了 和 解 动态 规划 的 基本 思想 .描述 方式 和 
逆序 解法 ,我们 来 看 一 个 确定 网 络 最 短路 径 问 题 的 例子 。 

例 1 (最 短路 径 的 确定 ) 以 下 是 一 个 赋 权 图 (网 络 ), 两 顶点 连 线 上 的 数字 表示 工 离 , 确 


了 
VV ” Ra 
3 3 
5 
Sa SN， 4 ~ 5 。 ”AL 
了 
日 
和 SN 8 TAN 人 vs 
3 pa 
7 和 具 各 3 
| [3 
De : ,RT 
3 
vw 
图 13-1 全 1 图 


直观 上 我 们 有 这 样 一 个 重要 常识 :如 果 由 起 点 wm 经 过 上 点 和 v, 点 而 刘 达 终 点 ws 是 … 
条 最 短路 线 , 则 由 点 z 出 发 经 过 vw 点 到 达 终 点 wu 的 这 条 路 线 , 对 于 从 wm 点 出 发 到 达 终 点 
的 所 有 可 能 选择 的 不 同 路 钱 来 说 ,必定 也 是 最 短路 线 。 倒 如 在 最 得 路 钱 问 题 中 , 若 找到 了 
UU a ”ws 是 由 四 点 到 ms 点 最 短路 线 , 则 从- 一 ma 下 ms 一 zs 应 该 是 由 
wr 点 出 发 到 达 终 点 的 所 有 可 能 选择 的 不 同 路 线 中 最 短路 线 。 这 一 特征 即 为 上 面 所 提 到 的 
最 优 性 原理 :最 优 决 策 的 任何 截断 仍 是 最 优 的 ,这 是 动态 规划 的 基本 原理 。 

根据 最 优 性 原理 ,寻找 最 短路 线 可 从 最 后 一 段 开 始 , 用 由 后 向 前 逐步 递 推 的 方法 , 求 出 
各 点 到 vw 点 的 最 短路 线 , 最 后 求 得 由 mm 点 到 vis 点 的 最 短路 线 , 所 以 动态 规划 的 逆序 求解 
方法 是 从 笋 点 逐 段 向 始点 方向 寻找 最 短路 线 的 一 种 方法 。 下 面 逐 段 完成 计算 ， 

例 1 当然 可 以 用 图 与 网 络 实验 中 介绍 的 Dijkstra 算法 来 求解 ,但 这 里 我 们 将 把 该 问题 
看 成 6 个 阶段 的 决策 过 程 ,并 逆序 逐 段 求解 ,从 而 较 直 观 地 揭示 动态 规划 的 基本 因 想 。 

直 一 6 时 ,以 (wu 表示 由 wn 到 vs 的 最 短 有 距离, 以 ft 《ms 表示 由 us 到 ws 的 最 短 既 
离 , 则 启 Gwa) 一 4， fs (Ws) 一 3。 

二 5 时 ,出 发 点 有 三 个 i、 me 和 os。 车 从 四 出 发 有 me 和 us 两 个 选择 ,以 产 (wn) 表 
示 由 V1 到 we 的 最 短 距 离 ,o (wi ， mm4) 表 示 由 ut 到 ws 的 距离 :ds CL? mm5) 表 示 由 vi ms 
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的 距离 ,ws 表示 相应 的 选择 或 决策 , 则 ， 


flv1) 一 min{ds (wi， wa) + fe Cw), ds Cal, mw) 十 fe (ms ))} 
一 min{3 二 4, 5 十 3)} 一 了 


可 见 ws (1) 二 ws 其 最 短路 径 为 1 一 vi 一 vi 。 
同 理 ,从 vz 出 发 也 有 wa 和 vs 两 个 选择 ,ff Cv )、 ds Cas ts) dstuhis ws) 和 us (tha ) 
意 交 与 上 商 相 似 , 则 : 


Com 一 mintcs(ms ， Ta + fs twa), Hs (tz Th) 十 fe (rns 2} 
二 min{5 十 4, 2 十 3} 二 5 


可 见 ws (ws) 一 ma， 其 最 短路 径 为 5 
从 v3 出 发 ,同样 有 : 


fs Co = min{ds us, wa CO— ft ds (ts, ws) 二 fs Cens)} 
一 min{6 十 4, 6 十 3} 二 9 


可 见 三) 二 vs, 其 最 短路 径 为 i 
点 二 和 4 时 ,有 三 个 出 发 点 Ua Us 和 Tp ;同样 计算 如 下 : 


ftwe) = rain{ds (ve, 1) 十 (v1)， dves va) + fe Cs)} 
一 min{i2 十 7, 2 十 5 一 了 


可 见 tw (vs) 二 ms 其 最 短路 径 为 va 一 wi 一 Ws ws。 


FC) 一 rmain{e Cw, wn) fs (Cus), da lv va) + fe Ca)) 
= min{l 二 5, 2 十 9} 二 6 


可 网 i Cv) = a， 其 最 短路 径 为 Ww 一 Ws Uls 。 


fv) 一 min{ds le: vz) ftom), di (Tn ts) 十 六 (ns 
一 Ininf3 十 5, 3 十 9 一 8 


可 见 mtmo) 二 wa， 其 最 短路 径 为 mo 一 ms 一下 ms。 
二 3 财 ,同样 计算 有 ; 
ftw) = 13, wtw) = Wh} fl) = 10, ww (vs) = vw 
flw) = 9, tw) = Ws fs) = 12, Wa (Wr) = vo 
上 二 2 时 ,同样 计算 有 : 
film) = 13, walt) = ws falw) = 16, wtv) = vo 
上 一 工时 ,只 有 一 个 出 发 点 mm , 则 : 
fiCm) = min{din; wm) fob) di ws) TT fe tw) 
= min{5 二 +13, 316} = 18 
可 见 (wy) = 全， 所 以 本 题 的 最 短路 径 为 WVU ve 了 Ws 
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2. 动态 规划 的 基本 概念 及 其 数学 描述 

(1) 阶段 ”整个 向 题 的 解决 可 分 为 若干 个 相互 联系 的 阶段 依次 进行 ， 道 常 按时 间或 空 
问 划 分 阶段 ,描述 阶段 的 变量 称 为 阶段 变量 , 记 为 。 

(2) 状态 ”状态 表 上 每 个 阶段 开始 所 处 的 自然 状况 或 客观 条 件 , 它 描述 了 研究 问题 过 
程 的 状况 。 各 阶段 的 状态 通常 用 状态 变量 描述 ， 常 用 rs 表示 第 类 阶段 的 状态 变量 。 个 
阶段 的 决策 过 程 有 x 十 1 个 状态 。 用 动态 规划 方法 解决 多 阶段 决策 问题 时 ,要 求 整个 过 程 县 
有 无 后 效 性 , 即 : 如 果 某 阶段 的 状态 给 定 , 则 此 阶段 以 后 过 程 的 发 展 不 受 以 前 状态 的 影响 , 末 
来 状态 只 依赖 于 当前 状态 。 

《3) 决策 某 一 阶段 的 状态 确定 后 ,可 以 作出 各 种 选择 从 而 演变 到 下 一 阶段 某 一 状态 ， 
这 种 选择 手段 称 为 决策 。 描 述 决 策 的 变量 称 为 决策 变量 .决策 变量 限制 的 取 值 范围 称 为 允 
许 决策 集合 。 用 uz } 表 示 第 阶段 处 于 状态 x; 时 的 决策 变量 , 它 是 x; 的 范 数 ,用 Di (zx) 
表示 .zz 的 允许 决策 的 集合 。 比 如 在 俩 1 中 ,Dstzxs) 二 {Wy， vs， WwW)。 

(4) 策略 ”-- 个 由 每 个 阶段 的 决策 按 师 序 排列 组 成 的 集合 称 为 策 隐 , 用 p 表示 。 即 
站 CT = {i Cr), Hara}y ee n(n), 由 第 让 阶段 的 状态 ea 开始 到 终止 状态 的 后 部 子 
过 程 的 策 栈 记 为 BC sh pr) 一 人 Ue Td nlxa de 在 实际 问题 中 :HT 
供 选 择 的 策略 有 一 定 范围 ,此 范围 称 为 允许 策 路 集合 。 人 允许 策略 集合 中 达到 最 优 效 果 的 第 
略称 为 最 优 策略 。 

(5) 状态 转 殉 方程 ”如 果 第 上 个 阶段 状态 变量 为 ri* 作 出 的 决策 wi ,那么 第 & 十 1 阶段 
的 状态 变量 re+: 也 被 完全 区 定 。 月 状态 转移 方程 表示 这 种 演变 规律 ,写作 


十 有 一 一 T(x, Wo 
(6) 指标 吕 数 和 最 优 秆 函数 ”指标 钞 数 是 系统 执行 某 一 策略 所 产生 结果 的 数量 表示 ， 
是 用 来 衡量 策略 优 劣 的 数量 指标 , 它 定义 在 全 过 程 和 所 有 后 部 子 过 程 上 ,分 别 用 站 和 人 表 
示 。 即 


TCR He rs Ha Ri RI zi 和 Vlas wy ns Ta 1 


过 程 在 基 阶 段 ) 的 阶段 指标 函数 (或 阶段 效益 ) 是 衡量 该 阶段 决策 优 劣 的 数量 指标 , 它 
取决 于 状态 x, 和 决策 忆 ;用 羽 (w. x,) 表 示 。 如 例 1 中 两 顶点 间 的 距离 是 阶段 指标 浮 数 ， 
而 指标 晴 数 则 是 直到 终点 ws 的 距离 的 各。 根据 不 同 的 实际 问题 ,效益 可 以 是 利润 ,距离 , 产 
量 或 资源 等 。 指 标 函 数 往往 是 各 阶段 效益 的 菜 种 形式 。 指 标 函 数 的 最 优 值 称 为 最 优 沙 数 。 

(7) 最 优 策略 和 最 化 航线 ”使 指标 函数 V, 达到 最 优 秆 的 策略 是 从 阶段 开始 的 后 部 
子 过 程 的 最 优 策略 , 记 为 pr 二 fui， Hi 。 六 * 是 全 过 程 的 最 优 策 格 , 简 称 为 最 优 策略 。 
从 初始 状态 (= 中) 出 发 ,过 程 按 照 p' 和 状态 转移 方程 演变 所 经 历 的 状态 序列 {x ，…， 
zi11} 称 为 最 优 轨 线 。 


$13.3 动态 规划 逆序 算法 的 MATLAB 程序 


1， 道 序 算法 的 基本 方程 
由 例 1 的 求解 过 程 可 以 看 出 下 面 的 方程 在 动态 规划 逆序 求解 中 起 着 本 质 的 作用 
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[fi Cra) 一 min{fv tr tc) tt ftxra) | 如 所 Dx)) 


了 Ce 一 0， tl 一 了 了 灰 一 ns n— 1, 机 1 


称 此 为 动态 规划 道 序 求解 前 基本 方程 。 
可 以 把 建立 动态 规划 模型 归纳 成 以 下 几 个 步 又 
(1) 将 问题 恰当 地 划分 为 若 十 个 阶段 ; 
(2) 正确 选择 状态 变量 ,使 它 蔽 能 描述 过 程 的 演变 ,又 满足 无 后 效 性 ; 
(3) 规定 决策 变量 ,确定 每 个 阶段 的 允许 决策 集合 ; 
(4) 与 出 状态 转移 方程 ; 
《5) 确定 各 阶段 各 种 决策 的 阶段 指标 , 列 出 计算 各 阶段 最 优 后 部 策略 指标 的 基本 方程 。 
2. 动态 规划 着 序 算法 的 MATLAB 程序 DynProg. m 
多 M 通才 dynprog, m 
function [pb_ opt，fval] = dynprog(x, DecisFur, ObjFun, TransFun) 
[p _ opt, fval|= dymprog(x, DecisFun, ObjFun, TransFun) 
自由 始 端 和 终端 的 动态 规划 , 求 指标 函数 最 小 值 的 道 序 算法 递归 
计算 程序 。x 是 状 套 变量 ,一 列 代 表 一 -个 阶段 状态 ;M 函数 
DecisFun(k, x) 由 阶段 k 的 状态 变量 x 求 出 相应 的 允许 决策 资 量 ; 
NN 国 数 OpjFun(k, Xx， 是 阶段 指标 画 数 , 函数 Transfun(k, 交 ， 忆 】 
居 状 态 转 移 函 数 ,其 中 x 是 阶段 k 的 某 状 态 变量 ,uv 是 相应 的 决策 变量 
输出 p _opt 由 4 列 构成 ,p _ opt = 上 [序号 组 ;最 优 轨 线 组 ;最 优 策略 组 ; 
指标 阴 数 信 组 ];fval 是 一 个 列 向 量 , 各 元 素 分 别 表 未 P_ opt 各 
最 优 策略 组 对 应 始 端 状态 x 的 最 优 函 数值 
k= length(x(1, :)); f opt= nan’ ones(SizetX))i d_ cpt=f _opt; 


六 


t vubm= inf*ones(sizelx)); x_ isnan = ~isnan(x)} t vub= inf; 
% 计算 终端 相关 值 
tmpl = findtx isnant:, KkK)); tmp2 = Jengthttmpl); 
for i=1,tmp2 
u= feval(DecisFun, Kk, xCi, k)); tmp3 = lengthtu); 
for := 1,tmp3 
tmp = feval (ObjFun, k, xCtmpl Ci), kK), uc ji))s 
if tmp¢ = t _ wub, 
f optli, k= tmp: d_opt(i, ky) = uj); t_ voub= tp; 
end; end; end 
% ” 逆 推 计 算 各 阶段 的 递归 调用 程序 
for ii=k-1: 一 工 :1 
tmp10 = find(x igsnan(;,ii)); tmp20= length( tmp10); 
for i= 1.tmp20 
u= feval(DecisFun, ii, xCi, ii)); tmp30 = length(u); 
for ] = 工 ;tmpb30 
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tmp00 = feval (ObjFun, ii, x(tmplO(1i), 1i), u(j)), 
tmp40 = feval{TransFun, ii, x{tmpl0(i), 1i), utj))s 
tmpsf = ii+7i)— tmpd0; 
tmp60 = find(tmp50 == 0); 
if ~ isempty(tmpéd0), 
tmp00 = tmpo0 + £ opt{smpe0c1)., ii+1); 
if tmpO0s =t wbmti, ii) 
f oprei, i1)=tmpo0; dU_ opt(i, ii) = u(t); 
t vubma(i, 11i} = tmtpO0; 
end; end; end; end; end: 
fval =f opt(tmpl, 1); 
$ 记录 最 优 决 策 , 最 优 罗 线 和 相应 指标 函数 值 
p_opt=[]: tmpx=[ |); tmpd= [1]; tnpf =[]; 
tmpO = findtx isnan(:, 1)) :tmp01 = lengthi tmp0); 
for i1=1;tmpdl, 
tmpd(i)=d optttmpO(i), 1); 
tmpx(i)y = x(tmp0(1), 1); 
tmpftiy = feval (ObjFun, 1;, tmpxti), tmpd(i)); 
p_opt{k* Ci—-1)+1. [1, 2, 3, 4])=[1, tmpx(i), 
tmpdti), tnpft1i) |; 
for ii=2,k 
tmpx(i) = feval(TransFun, ii -1, tmpx(i), tmpd(i))s 
tmpi = xt:, ii) ~ tmpx(i); tmp2 = findttmpl = = 0); 
if ~ isempty(tmp2) 
tmpd(i) =d opt(tmp2(1), ii): 
end; 
tmpf (i) = feval (ObjFun, ii, tmpx(i), tmpd(4)); 
p optCk* Ci 1) +ii, 171, 2, 3, 41) =[ii, tnpxci), 
tnpd{i), tmpf(i) js 


endi end; 


$13.4 实验 例题 


下 面 将 就 动态 规划 的 几 个 典型 应 用 问题 分 别 举例 计算 ， 
例 2 (生产 计划 制定 】 
这 是 一 个 4 阶段 动态 规划 问题 。 如 果 用 逆序 法 解 题 ,第 1 阶段 是 1 月份,…, 第 4 阶段 


是 4 月 份 。 
x 第 大 阶 段 开 始 的 产品 存储 数 ( 状 态 变 量 ); 
mx 第 阶段 的 产量 (决策 变量 ): 
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第 上 阶段 每 件 产品 的 生产 成 本 ， 

9 一 第 上 阶段 的 需求 量 ;: 

阶段 指标 的 函数 为 ， DT » we) = Cu 2x3 
状态 转移 方程 为 : rr 一 十 二 一 般 ; 

基本 方程 为 : 


flr 1) = Cr Uy) 


{Ths we} = mintw (ze Wa) + fn (CTH) | 如 本 Dtr)}, 上 二 3， 2 1, 


对 于 本 例 的 问题 加 :一 月 初 无 存货 ,可 首先 分 析出 各 月 的 最 大 存储 量 和 产量 。 如 对 4 月 
初 ,前 三 个 月 的 最 大 产量 为 300 件 ( 每 月 最 大 产量 为 100 件 ) ,实际 需求 量 为 60 十 70 十 120 = 
250( 件 ), 所 以 四 月 初 的 最 大 存储 量 为 300 一 250 = 50 件 。 因 产量 限制 为 10 的 倍数 ,4 月 初 
的 存储 重 只 可 能 是 0、10、20、30、40、50 这 六 种 。 而 4 月 份 的 实际 需要 量 为 60 件 , 因 此 第 
一 阶段 的 产量 (决策 ) 相 应 为 60、50、40、30、20、10 ,进而 计算 f(z， za) 再 分 析 3 月初 情 
况 等 等 ,如 此 可 仿 例 1 逐 段 手工 计算 求 出 最 优 决 策 ， 


Cr 


下 面 将 调 骨 参考 程序 dynpreg. m 进行 计算 。 由 于 计算 机 的 优势, 这 里 将 就 1 月 初 存货 
分 别 为 0、10、20、30、40、50、60 的 所 有 可 能 情况 进行 计算 。 拒 此 问题 作为 自由 始 问 动态 
规划 考虑 ,此 时 各 阶段 的 最 大 存货 出 现在 x 一 60 时 ,经 分 析 可 知 0 志 zx 入 100, 0 起 扫 
130,0 之 x < 委 60 ,考虑 到 产量 是 10 的 倍数 ,根据 上 面 所 述 的 阶段 指标 函数 .状态 转移 方程 
和 基本 方程 , 写 出 下 面 的 3 个 M 函数 以 备 计算 时 调用 ,函数 意义 见 菠 数 的 说 明 部 分 。 

MM 函 政 egl311] 2.m 
function u=DecisF l(tk, x) 
% ”在 阶段 k 由 状态 变量 x 的 值 求 出 其 相应 的 决策 变量 所 有 的 取信 
c=[70, 72, 80, 76]; q=10*[6,7, 12, 6]; 


if qtk) - xt0, n= 0:100; 名 类 第 变 量 不 能 取 为 负 值 
else, u= q(k) -x:100; end; 名 产量 满足 需求 且 不 超过 100 
=ug:)i 


加 ME 函数 egl312 _ 2. mn 
function v= ObjF 1(k, x, u) 
% 阶段 上 的 指标 函数 
c=[70, 72, 80, 76]; v=C(k) "ut+ 2*x; 


%M 函数 eg13f3 _ 2.m 
function ¥= TransF 1tk, x, u) 


% 状态 转移 方程 
gq=10*[6, 7, 12, 6]; ¥=x+u- qtk); 


调用 dynprog. m 计算 如 下 
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jclear; x= nan* ones(14, 4); 名 x 是 10 的 倍数 ,最 大 范围 0 志 x 所 130， 


》xf1:7，1) = 10* C0.6)"; 


多 因此 x=0, 1,，…，,，13 ,所 以 x 初始 化 取 14 行 ,nan 表示 无 意义 元 素 


名 按 月 定义 x 的 可 能 取 值 
$xC1:11, 2) =10*(0:10) xf1:12，3) = 10* (2:13)'; 
Sx(1:7, 4) = 10* (0.6)": 


S[p, £] = dynprog(x, ‘egl3f1 2', ‘egi3f2 2', ‘egl3f3 2') 


P = 


%% 输 出 结果 


22980 
22240 
21500 
20760 


人 


100 
100 
50 
60 
100 
100 


100 
100 


100 
100 


100 
100 


7000 
7280 
4140 
4560 
7020 
7300 
3360 
4560 
7040 
7320 
2580 
4560 
7060 
7340 
1800 
4560 
7080 
7360 
1020 
4560 
7100 
7380 

240 
4560 
7120 
7400 

260 
3820 
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20020 
19280 
18600 
由 p 的 第 一 和 第 汉人 个 + 行 可 以 看 出 -- 月 初 无 存货 和 有 存货 20 件 的 最 优 决 策 , 现 将 其 列 
成 下 家 13-3 ,以 供 对 比 理解 。 


阶段 指标 
攀 数 秆 ! 成 本 ) 


由 荆 的 第 1、3 行 可 以 看 出 对 应 的 4 个 月 的 总 成 本 分 别 为 22980 和 21500。 
例 3 调用 dynprog. m 计算 例 1 中 网 络 的 最 得 路径 。 
解 ; 首先 编写 3 个 M 函数 ,以 供 计算 时 调用 。 由 图 13-1 可 知 状态 变量 有 ? 个 ,并 可 每 
出 下 面 的 函数 。 
WM 陨 数 eg13f1 3.m 
function u= egt3f1 34K，X) 
% ”在 阶段 上 由 状态 变量 x 的 值 求 出 其 相应 的 决策 变量 所 有 的 取 值 
名 ”这 颗 求 出 了 所 有 状态 x 对 应 的 决策 变量 值 u 
if x==1, u= [2; 3]; elsejf x==2, u= [4; 5; 6]; 
elseif x==3, u=[5; 6; 7]; elseif (x==4)|(x==5), u=[8; 9]: 
elseif (x==6)|(x==7), u=[9; 10]; elseif x==8, n=[11; 124; 
elseif (x==9)|(x==10), u=[12; 13]; 
elseif (x==11)|(x==12)|(x==13), u=114; 15]; 
elseif (x==14)|(x==15), u=16:; elseif x==16, u= 16; 


end 


5%M 孙 玫 egl3[2 3,m 
function v= eg13f2 3(x, x, u) 
”各 阶段 指标 函数 值 ,; 如 x=?, 4u=2 轩 Y=5。 
tt =[5; 3; 1; 3; 6} 8; ?7; 6; 6; B 35 5 3 3; 83 4} 
2; 2; 1; 2 3 31 3; 5; 51 23 6; 6 43 3] 
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tmp= |[x== 18u==2, X==18u ==3, X== 28&uU==4, x== 2 ==5, 
R== 2 =6, X= 3ki==5, X= uu==6, xX== IU ==7, 
xX== dku==8, x== 4ku = 9. x==-5&u==8, x==58== 0, + 
X= hu = 0, x== bku==10, x== 7&U==9, x=z Tku==10, 
x==8.0==11, x== 8&u==12, x== 08 ==12, x== 9&u== 13, 
X==10&k==12, X==108u==13, x==11&u== 14, x==1iBu ==15, 
X== 12&u== 14, X== 12&ku==15, x== 3 == 14, x== 138u== 15, 
x==14gu== 16, x==158u==16]; 

v= tmp” 七 七 


的 M 函数 eg13f3 _ 5.m 
fuancticny= e913f3 3{k, x, uv) 


了 = 1 % ”状态 转移 方程 
计算 如 下 ， 
»clear; x= nanyr ones(d, 7)，  ” 初始 化 ，nan 为 泡 意 义 元 素 


% 了 个 状态 变量 ,每 个 最 多 4 种 取 值 
px(l, 1)=1; x(1i:2,2)=[2; 3]; 名 逐 列 定义 zx 其 秆 为 顶点 的 序号 
8xf1:4， 3) = (4.7) xf1:3， 4) = (8:10)'; x(t113,5) = (11:13) 3 
Bx(112,6) = [14; 15]; x(1, 7)=16; 
3[p, £] = dynprogtx, ‘egl3f1 3', 'egl3f2 3', 'eg13f3 _ 3') 
p= 纪 输 出 结果 


1 1 2 5 
2 2 5 3 
3 5 8 3 
4 8 12 2 
5 12 15 2 
6 13 16 3 
7 18 16 0 


18 ” 纪 最 得 路 径 距 离 

可 见 最 短路 径 按 顶点 序号 为 1 一 2 一 5 一 8 一 12-*15-*16。 

例 4 某 工业 部 门 根 据 国家 计划 的 安排 , 拟 将 5 台 某 种 高 效率 的 设备 ;分 配给 所 属 的 
遇 , 乙 .内 三 个 工厂 ,各 工厂 若 获得 这 种 设备 之 后 ,可 以 为 国家 提供 的 一 利 如 下 面 的 表 13-4， 
间 : 这 5 台 设 备 如 何 分 配给 各 工厂 才能 使 国家 得 到 的 盈利 最 大 ? 

解 ; 将 问题 按 工 厂 分 为 三 个 阶段 , 甲 , 己 和 丙 3 个 工厂 分 别 编号 为 1.2 和 3。 

设 状态 变量 zi 表示 分 配给 第 上 个 工厂 至 第 =” 个 工厂 的 设备 台数 。 

决策 变量 内 表示 分 配给 第 个 工厂 的 设备 台数 。 

则 状态 转移 方程 zi 二 下 一 县 Terl 为 分 各 给 第 十 1 个 工厂 至 第 = 个 工厂 的 设备 
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台数 ， 
阶段 指标 函数 vtw) 表 示 zs 台 设 备 分 配 到 第 站 个 上 三 所 获得 的 至 利 值 ， 

Cr 表示 zx; 台 设 备 分 配给 第 个 工厂 至 第 nn 个 工厂 所 效 得 的 最 大 丛 利 值 。 则 基本 
方程 为 


| Ce 二 maxtvy tm) + feltrii) | Hrs 此 二 2， 1 
\fs tr) = rh tu ) 


录 13-4 
设 备 数 市 丙 
0 和 0 0 9 
E 3 5 4 
2 ? 10 6 
3 9 11 11 
1 12 11 12 
二 
5 13 11 12 


利用 计算 机 计算 的 优势 ,可 根 据 表 13-4 将 本 问题 视 为 自由 始 端 , 即 初始 状态 + 一 0、 1、2、 
3、4、5 的 动态 规划 问题 求解 
由 此 可 以 写 出 下 面 3 个 M 冰 数 ,以 供 计算 时 调用 。 
MM 通 数 egl3f] _4,m 
function u= egl3f1 dik, x) 
% ”在 阶段 k 由 状态 变量 x 的 值 求 出 其 相应 的 决策 变量 所 有 的 取 值 
if K==3, u=x; 第 二 阶段 亢 士 厂 得 到 所 有 剩余 设备 


else, u=0:x; end 


WM 甫 数 egl3f2 .4.m 
function y= egl3t2 4(k. x, u) 


和 ”阶段 上 的 指标 区 数 
w= [0, 0, 0; 3, 5, 4; 7, 10, 6; 9. 11, 11: 12, 11, 12; 13, 11, 12]; 


W= 一 Wi ”标准 化 ,即将 基本 方程 中 max 转化 为 min 
v= [0, 1, 2, 3, 4, 5] ==u) "wi:, k); % ”对 此 题 可 定义 Y 一 wlu 十 1 ,kk); 


0%M 函数 eg13f3 _4.m 
function y= eSl3f3 4(k, x, u) 
# 状态 转移 方程 


了 = 其 一 


计算 如 下 
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elear; 
x= [0; 1; 2 3: 4; 5]; x= [x, x, x]; 
3Lp, 工 | = dynprog(x, egi3f1 _ 4, Sg13f2 4', eql3f3 4") 
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] 0 名 0 
2 0 0 0 
3 0 0 0 
1 1 0 0 
2 1 1 一 号 
3 0 0 0 
1 2 0 0 
2 2 一 10 
3 0 0 0 
] 3 D 0 
2 3 2 —10 
3 1 ] 一 4 
] 4 2 —7 
2 2 2 -19 
3 0 D 0 
上 了 2 一 六 
2 3 2 一 10 
部 1 1 一 和 


0 

一 5 

一 10 

一 14 

一 17 

一 21 
由 pP 和 上 可见. 有 5 全 设备 时 ,可 各 分 配 雏 甲乙 和 二 工 厂 2、2 和 1 台 设 备 ; 天 最 太 琢 利 21; 
有 +4 台 设备 时 可 分 配给 甲 , 乙 和 再 工 厂 2、2 和 0 台 设 备 , 获 最 大 私利 17; 如 此 也 可 知 有 3、 
2、1、 0 台 设 备 时 的 最 优 分 配方 案 。 


$13.5 实验 习题 


1 某 公司 打算 向 它 的 二 个 普 业 区 增设 4 个 销 凡 点 ,从 各 区 赚 取 的 利润 与 增设 的 销售 店 
个 数 有 关 , 其 数据 见 表 13-5。 
试 求 各 区 应 分 配 几 个 增设 的 销售 店 ,才能 使 总 利 消 最 太 ? 其 值 是 多 少 ? 
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增 却 数 (Fi! 【万 元 ) (万 元 》 《万 元 ) 
a ] 6 站 ~ 190 200 5 
] 310 加 225 298 308 
2 341 TT 445 399 | 483 
3 站 总 一 ol7 B01 和 65 
和 705 632 ?21 674 


2 图 13-2 为 一 线路 网 络 , 变 铺设 


7 
从 如 点 到 点 的 电话 线 , 中 间 需 经 过 3 
pd | Ds 个 点 。 第 1 点 可 以 是 更 .四 、 玛 中 的 某 
个 上 第 2 点 可 以 是 如、w、w 中 的 
3 "一 个 点 ,第 3 点 可 以 是 %、w 中 的 一 个 
BS < 6 4 点 。 各 点 之 间 若 能 铺设 电话 线 . 则 在 图 
， 二 中 以 连 线 表示 , 连 线 旁 的 数字 表示 两 点 
1 间 的 工 离 。 用 动态 规划 方法 求 一 条 从 

图 13-2 习题 2 图 21 至 wo 的 最 短路 线 。 

3” 菜 船 厂 接受 7 稻 裔 的 订货 ,要 求 第 一 ,二 ,三 .四 季度 末 分 别 交 货 1、1.2. 3 能, 该 厂 


每 季度 的 生产 能 力 为 2 稻 , 巴 计 各 季度 的 单位 生产 成 本 为 4、6、7、9 ,各地 度 多 生产 的 船 可 
存在 仓库 中 ,其 每 季度 每 条 船 的 保管 贵 为 1. 2, 试 制定 一 个 完成 订货 合同 旦 总 费用 最 省 的 生 
产 计 划 ， 
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附录 A MATLAB 函数 命令 索引 表 


示 数 区 宫 电 羡 数 各 会 类 
abs 饮 对 值 函 数 bench MATLAbB 测试 攻 准 间 题 
acas 反 余 弦 冰 数 blanks 设置 一 个 由 空格 组 成 的 字符 囊 
acosh | 皮 双 曲 余 怠 函数 bone 带 有 蓝 色 的 其 度 颜色 表 
acot | 反 余 切 函 数 break | 中 断 循环 执行 的 语句 
acoth 反 双 曲 休 切 两 数 prighten | 使 图 形 色调 变 亮 
acsc 反 作 划 函数 bucky Bockminister Fuller 拱 形 演示 
acsch | 反 双 昌 余 荐 丁 数 区 
airfoil | NASA 器 面 稀 基 矩阵 显示 cd 改变 当前 的 工作 目录 
all 测试 向 量 中 所 有 元 素 龙 否 为 丰 cqf2rd ”| 复 块 对 角 拭 阵 到 实 块 对 角 阵 园区 
angie 相 节 画 数 ceedit | 设置 命令 行 编辑 与 回调 的 参数 
any 测试 向 量 中 是 否 有 为 真 元 素 ceil 对 十 ce 方向 取 整 数 
ans 返回 最 新 结果 census | 2000 年 美国 人 口 普查 预测 
arith TMATLAB 的 各 种 算术 运算 符 信 息 chol Cholesky 分 解 
asec | 区 正 割 函数 ca 清除 当前 坐标 轴 
asech 反 双 曲 正 割 clabel 等 离线 前 面 标志 
asin 反正 艾 焉 数 clc 清除 命令 窗口 显示 
asinh 反 双 曲 正 豆 Clear 删除 内 存 中 的 变量 与 冰 数 
atan 反正 切 函数 clf 清除 当前 图 形 窗口 
atan2 ”| 四 个 象限 内 反正 切 clock | 时 名 
atanh “| 反 双 曲 正切 | close | 关闭 图 形 窗口 
auread | 读 声音 文件 clomnd | 最 小 列 的 阶 次 
auwTite | 写 离 音 文 件 colon 骨 号 表达 式 的 带 苏 入 筷 
axes | 坐标 办 任意 形式 的 设 定 colornap | 设 定 颜色 df 查 表 
axis 华 标 轴 标 度 设 定 - colornenu | 颜色 表 满 示 
palance | 改进 特征 精度 的 均衡 变换 Colpern 由 非 短 数据 的 计数 来 排列 阁 列 
par 绘制 条 形 图 Comet 在 星 状 轨迹 绘制 
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(总 表 ) 


函数 名 全 义 丽 数 名 全 义 
conet3 | 综 制 一 维基 性 状 的 轴 让 [dbdowe | 改变 局 部 上 作 空 阿 内 容 
Conpan 牛 成 伴 隧 多 项 式 年 阵 dbaquit 退出 跟踪 调试 模式 

compass | 绘制 平面 向 量 击 [stade | 列 出 函数 调用 关系 

conputer | 计算 机 类 型 测试 dbstatus | 列 出 所 有 的 断 点 情况 

card | 求 矩 阵 的 条 件数 dbstep | 跟 路 泣 试 单 步 执行 

condest | 估算 条 件数 PR | 设置 限 迪 调试 新 点 

corj 共 二 复 数 函 埃 abtype 。 | 列 出 带 有 命令 行 标号 的 M 文件 
contour | 等 商 线 图 形 绘制 dbup 改变 局 部 工作 空间 内 容 
contour3 | 二 维 等 高 线 经 抽 deblank “| 消除 字符 串 中 的 空格 
contourc | 等 高 线 给 图 计算 。 dec2hex ”| 十 进 制 到 十 六 和 进 制 的 转换 
contrast 此 诬 将 直 诬 设置 qdeconT 因 式 分 解 与 多 项 式 除法 

comy 求 儿 项 式 乘 法 的 痊 积 del? 五 点 式 离散 Laplace 变换 
CONV2 二 维 巷 积 delete 

cool 天 卓 粉 色 基 色 颜 色 表 加 delsqdemo | 各 种 域 上 的 有 限 莽 分 演示 
copver | 线性 铜 色调 颜色 表 demo 运行 MATLAB 演示 程序 
corrcoef | 相关 旺 孝 下 阁 了 去 求 抢 阵 的 行列 式 

剑 引 画 数 diag 如 立 对 角 矩 降 或 的 取 对 角 向 莉 
cosn 双 朋 余 琵 diary 将 MATIARB 运行 的 命令 存盘 
cot 众 切 函数 las 差分 函数 与 辽 似 微分 

coth 双 临 余 切 diftuse ”| 图 稍 柔 焦 处 埋 

cov 协 方差 矩阵 上 | 列 出 当前 旧 东 的 内 容 
cplxdemo | 复 变 基 池 数 映射 明 数 演示 disp 显示 矩阵 或 文本 

cplxpair 将 数据 掖 抢 复数 对 重新 排序 | dnperm Dulmage-NMendelsohn 分 解 
cputime ”| 所 用 的 CPU 时 时 间 drawmow ”| 而 新 图 条 

csc 余 割 函数 earthmap | 地 球 拓扑 图 形 的 显示 

csch 双 曲 祭 割 画 数 echo 显示 文件 中 的 MATLAB 命令 
cumsun | 各 元 察 黑 加 积 eig 求 矩 阵 的 特征 值 与 特征 向 量 
cader | 产生 柱 体 对 称 和 矩阵 特征 值 求解 过 程 演示 
date 日 其 与 六 一 起 使 用 的 转移 将 句 
DIE “| 次 际 腿 中 调试 产 训 与 ff 一 起 使 用 的 转移 语句 
dbeont | 眼 踪 调 坛 恢复 执行 结束 控制 语句 块 的 命令 
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函数 名 舍 义 丽 数 名 舍 义 
eps 浮 点 相对 差 限 einastr “字符 串 查 扫 | 
error 显示 错误 信息 并 中 断 函 数 finjte | 车 参数 为 有 限 元 素 则 为 真 
errorbar | 误 共 条 型 图 绘制 fi-demo 非 线性 最 优化 所 合演 示 
etree 矩阵 消 元 树 结构 和 | 对 零 方向 取 整 数 
etreeplot | 绘制 消 元 路 径 区 红 户 英 黑 基色 颜色 表 
etime 所 用 寺 问 的 函数 fliplr | 按 左右 方向 翻转 元 素 
TB | 执行 MATLAB 语 创 构成 的 学 符 趾 区 > 了 掖 上 下 廊 向 翻转 拖 阵 元 束 加 
exist 检验 变量 或 文件 是 否 已 经 定义 floor 对 负 无 穷 方向 取 整 数 
expn 犯 阵 形 数 函 数 flops 泽 点 运算 计数 器 
expml cxpin 畏 数 的 M 文件 实现 fmin 单 变 基 函数 最 优化 
ea2 | Tayicr 级 数 求生 阵 指数 inins | 多 变 明丽 数 最 从 化 | 
expm3 特征 值 特征 向 量 法 求 敌 阵 指 数 fopen 打开 文件 
exp 指数 函数 eor | | 循环 语 避 
eye | 产生 单位 阵 [East | 设置 栓 出 格式 
fclose ED 文件 | fovrier | Fourier 级 数 尾 开 图 形 演示 
feather 羽 状 图 形 绘制 _ fplot | 给 定 函 数 绘 图 
feof 测试 文件 是 否 结束 上 plotdeno | 西 数 图 形 给 制 演示 
ferror ”| 查询 文件 输 人 输出 铺 误 状 态 printf | 有 格式 地 向 文件 写 人 数据 ,参见 
feval 执行 字符 申 指定 的 文件 fread 从 文件 读 人 二 进 制 数据 
fft 离散 Fourier 变换 rewind 将 文件 指针 至 文件 开头 
fft2 二 维 离散 Fourier 变换 fscanf 以 文件 有 格式 地 读 入 数据 ,参见 
fftdeno 快速 Fourier 变换 演示 fseek 设置 文件 位 置 指针 
tftshift | 取消 讲 中 心 夫 信 ftell | 获得 文件 位 置 指针 
fget1l 从 文件 读 信 -- 行 数据 (忽略 换行 ) | fall 由 帮 朴 矩阵 变换 常规 矩阵 
fgets 从 文件 读 大 一行 数据 ( 保 国 换 行 ) fonction | MATLAB 函数 表达 式 的 引导 符 
fiqure 生成 结 图 窗 站 - funm | 矩阵 的 任意 晒 数 
fill 给 制 充填 的 二 维 煞 过 形 [Erite 洗 一 进 制 数据 写 人 文件 
fi]l113 级 制 充填 的 三 维 多 边 形 fzero 章 变 量 隆 数 求 根 
filter ”| 一 维 数字 滤波 gallery | 生成 一 些小 的 测试 矩阵 
filter2 二 维 疾 字 姬 波 [= 获得 当前 坐标 输 的 句柄 
find | 查找 非 鹤 元 素 的 下 标 下 本 获得 当前 图 形 的 窗口 句 补 
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湖 数 名 会 广 函数 名 含 又 
get 获得 对 象 属性 | ”inage。 | 创建 图 象 四 
gefeny 获得 环境 参数 imagedemo | MATILAB4.0 版 图 形 处 理 功能 演示 
eecfrane | 获得 枉 " 电 影 " 国 象 inf 无 穷 大 (保留 变量 ) 
ginput | 出 妃 标 器 输入 数据 info 显示 MATLAB 与 MaihWorks 信息 
global | 定义 全 局 变 基 input ”| 带 有 提示 的 键盘 输 人 函数 
gplot | 给 制 央 论 图形 [intzstr | 台数 转换 为 字符 申 
gray | 线 件 芯 嵌 项 人 色 去 interpl 一 维 插值 (一 维 查 岩 ) 
graymon ”| 将 图 形 窗 癌 设置 成 灰 度 默 尖 值 2 二 维 插值 (二 维 查 表 ) 
arid 给 图 形 如 网 格 线 或 支 除 网 格 线 interpft | 利用 FFT 的 一 维 插值 
griddata | 插值 用 数据 网 格 生 战 intro MATLAB 引言 信息 
gradient | 近似 榜 朗 计算 as 矩阵 求 首 
gtext ' 在 鼠标 弄 定 的 位 置 加 文字 境 明 ”iwwhilb | 生成 着 Fiilbert 矩阵 
podanard | 生成 Hadamard 扼 阵 isenpty | 车 参数 为 空 抵 隆 , 则 结果 为 丰 
hankel | 生成 Hankel 短 阵 iselobal | 若 参数 为 全 局 变量 则 为 走 
help 启动 联 宙 帮助 文件 显示 ishold | 若 屏 幕 处 十 保护 状态 则 为 丰 
hess | 求 取 Hessenberg 标准 型 isieee 车 有 JEEE 算术 标准 则 为 真 
eznun ;上 六 进 制 到 ER 评点 数 的 转换 | isint 。 | 若 参 数 为 nf. 则 结果 为 真一 
hex2 dec 十 六 进 制 到 症 进 制 的 转换 isiet<er | 若 字 符 串 为 字母 组 成 则 为 真 
hidden 网 赂 图 隐 含 线 设置 开关 lien 车 参数 为 NaN, 则 结果 为 真 
pilh 生成 ier 生 陈 isspazse | 若 矩 阵 为 稀 朴 表示 则 为 真 
hist 吉方 图 绘制 “isst: | 车 参数 为 字符 申 , 则 结果 为 走 
hold 当前 图 形 保护 模式 jet HSV 色调 的 变化 型 
hone | 将 光标 移动 到 左上 角 位 轩 keyboard | 启动 键 弄 管理 程序 。 
hostid “| MATLAB 服 务 器 的 机 代号 xnot 围绕 三 维 结 的 柱 形 显示 
hat 黑 红 黄白 基色 颜色 表 kron Kronecker 乘积 函数 
hav 色 度 愧 和 值 (HSW) 颜 色 表 lasterr ”| 查询 上 一 条 错误 信息 
hsv2rgh HSY 对 RGB 颜色 的 转换 length 朝 询 向 量 的 维 数 
证 条 件 转移 语句 1life Conway 牛 命 假设 的 MATLAH 版 
ifit ”| 离散 Fourier 逆 变 换 lingpace | 构造 等 虐 分 布 的 向 量 
jfft2 二 维 离 襄 Fourier 逆 变 换 load | 友 文 件 中 该 信 变量 
imag 求 取 虚 部 函数 hes 自然 对 数 函 数 
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{ 续 表 》 


明 数 名 全 义 卫 数 各 全 广 
og10 常用 对 数 两 数 nnls 非 零 最 小 … 苹 

loglog | 全 对 数 坐 标 图 绘制 pnz 非 零 元 素 个 数 

logn 矩阵 的 对 数 nonzoros | 非 雷 元 家 

logspace | 构造 等 对 数 分 布 的 向 量 | “| 未 短 阵 的 范 数 

lookfor 对 HELP 信息 中 的 关键 词 查找 normest 估算 范 数 

lorenz | Lorenz 温 池 吸引 子 的 曲线 null 右 零 空间 

Llower 将 一 个 字符 串 内 容 转换 为 小 写 num2str ”| 将 数值 转换 为 字符 串 

er | 最 小 二 乘 方 关 区 | 克 许 的 过 克 妇 在 全 全 
iu 矩阵 的 三 角 (I.U 分 解 ) ode23 微分 方程 低 阶 数 慎 解法 

nagic | 生成 魔术 秆 陈 cde23p | 微分 方程 低 阶 数 信和 解法 并 喃 图 
natlabre | 启动 主 栓 序 他 | 微分 方程 高 阶 数 值 解法 。 
nax | 求 向 量 中 最 大 元 素 odedeno | 常 微分 方程 演示 

nean 求 向 量 各 元 素 均值 ones | 产生 元 素 全 部 为 1 的 算 阵 

nedian | 求 向 量 各 元 素 中 间 值 = 设置 打印 纸 方向 

membrane | 产生 Math Works 公司 标志 orth 正 交 空间 

nenu 产生 用 户 输入 的 菜单 [pac 整理 工作 空间 内 存 
mesh 二 维 网 格 图 形 patch | 低级 填充 多 边 形 综 制 卫 数 

neshc ”| 还 有 等 高 线 的 风格 图 形 pach 设置 或 查询 MATLAR 的 路 径 
ncshgrid | 用 zy 风格 数据 paren | 各 种 括号 的 查询 信息 

meshz 带 有 举 平 面 的 三 维 网 格 图 形 jpascal ”1 生成 Pascal 矩阵 

sin | 求 向 量 中 最 小 元 素 pazse | 暂 售 后 数 

MoOTe 控制 命令 窗口 的 输出 页 面 peolor 信 颜 色 综 图 

movie | 播放 存储 的 “电影 " 幅 画 Ee ' 两 变 量 的 峰值 函数 演示 | 
novicin | 初始 化 “电影 " 备 幅 图 象 内 存 jpemy | 便 二 硬币 的 各 个 角 克 视图 

mu21in ”| 声音 文件 对 线性 标 度 文件 的 转换 | pi 圆 两 率 (r) 

本 pirk 二 有 

nargchk | 阔 数 输入 给 出 参数 个 数 检验 Pinv 盆 北 窍 阵 

nargin | 函数 中 实际 输入 变量 个 数 plot ”| 线性 坐标 图 形 绘制 

zaraout “| 函数 中 实际 输出 变量 个 数 plot3 。 | 绘制 三 维 线 或 点 型 图 形 

newplot Nextpolt 特性 的 , M 文件 的 组 polar | 极 坐 标 医 形 绘制 

nextpow2 | 找 出 下 一 个 2 的 指数 poly 求 矩阵 的 特征 多 项 式 
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( 纺 表 } 


六 政和 | 售 广 两 数 名 | 会 文 
polyder ”| 多 项 式 求 导 return | 返回 到 主 调 函 数 的 命令 
polyfit ”| 数据 的 多 项 式 殷 合 rgb2hsv ”| RGB 对 HSV 颜色 的 转换 
polyval 多 项 式 求 值 rgbP1et 给 制 颜色 图 
polyvalm | 多 项 趟 证 降 求 划 | -ets 上 请 
print ”| 打印 图 形 或 将 图 式 存 条 。 cose | 极 坐 标 (角度 ) 直 方 图 绘制 
printopt | 建立 打印 机 默认 什 rosser | 由 型 的 对 称 甜 阵 特征 值 问题 测试 
prism | 光 堪 颜色 表 jzotso | 将 答 阵 元 素 旋 转 90 度 
对 间 基 中 各 元 来 求 积 round | 闪 取 到 最 近 的 整 
punct | 各 种 标点 符号 的 查询 信息 rref 矩阵 的 行 阶梯 型 实现 
qr 短 降 的 正 交 三 角 化 (QR) 分 解 ee 消 元 法 解 方程 过 程 演示 
qrdelete | QR 分 名 中 贡 除 一 列 Nest2csr | 实 沁 对 角 阵 转移 复 据 对 角 了 
arinsert | QR 分 解 中 插 人 一 列 save | 将 下 作 空间 中 变量 存 大 
quad 低 阶 数值 积分 算法 Saxis 声音 坐标 轴 处 理 
qvad8 。 。。 府 阶 数值 积分 算法 surfnorn | 表面 图 形 规 宛 化 
guaddeno 自 适 应 变 步 长 数值 注水 sehur Schur 分 解 
quake Loma Prieta 地 震 模 型 script MATLABR 语 句 及 文件 信息 
quit 退出 MATLAB 于 境 ; sec 正 割 明 数 
quiver | 箭头 图 形 sech 双 曲 正 戎 
dz | 一文 特 征 信和 疝 题 来 解 (QZ 算法 ) senilogx | > 轴 半 对 数 生 标 图 形 抬 抽 
cand | 产生 [0, 均匀 分 布 随机 息 阵 | senilooy y 铀 半 对 数 华 标 图 形 绘制 
randn | 产生 标准 正 态 分 有 随机 阵 | :paene。 | 有 限 元 网 格 图 演 东 
randpern | 随机 置换 向 时 set 设置 对 象 属 件 一 
zank | 求 条 降 的 积 setstr | 将 数 信和 转换 为 字符 申 
rbhox 氛 除 框 | shading | 阴影 模式 
zcond | LINPACK 倒数 条 件 估计 sigdenol | 离散 Fourier 变换 演示 
real 求 取 实 部 函数 sioderoz | 连 继 Fourier 变换 演示 
FT | 好 大 评点 数 科 aign | 符 叶 函数 
下 一 
realmin 最 小 浮 点 数值 sin mE 
reiop | 各 种 关系 符号 的 查询 信息 sinh 双击 正 蓉 
cen 除法 的 余数 size | 查询 矩阵 的 维 数 
reset ”| 恢复 对 象 特性 slash | 求解 线性 方程 ( 左 除 有 除 ) 信 息 


十 数 久 全 六 函数 名 全 义 

slice 容量 可 视图 形 str2mat 字符 串 转 换 成 给 阵 

sort | 关 向 量 中 各 元 束 排 兰 str2num | 字符 申 转换 为 实 型 数 据 

sound | 将 数据 向 量 转换 为 声音 see | 学 等 虽 比 坟 

sounddemo | MATLARBt, 0 的 声音 功能 演示 strings 关于 MATLAB 字符 钊 的 帮助 信息 

spalloc ”| 给 非 零 元 素 定位 存储 空间 subplot ”| 将 图 形 窗 口 分 成 者 干 个 区 域 

sparse ”| 从 党 规 抢 阵 转 捉 稀 斑 拭 颖 1 ce | | 成 为 MATLAB 的 签约 用 户 

SparSity | 稀 朴 乍 阵 排序 效应 演示 subspace | 于 空间 

spaugment | 建立 最 小 二 乘 增 广 系统 sun 对 向 量 中 各 元 罕 求 和 

spconvert | 由 稀 术 矩阵 外 部 个 式 进行 转换 [sunspots | 太阳 黑子 活动 模 扳 

spdiags 1 |surf | 三 维 表面 图 形 

specular 到 射 SUFEace 划 建 曲面 

speye | 稀疏 单位 矩阵 | 葡 有 等 高 线 的 三 维 表 面 图 形 

spfun | 对 稀 五 矩阵 处 理 的 非 线性 函数 | 带 有 光照 阴影 的 三 维 表 商 图形 

sphere 产生 球面 奇异 值 分 解 (SYD》 

spinmap | 使 频 色 旋转 symbfact | 符号 因 式 分 角 

spline2d 上 [symmnd ET 

Spones 将 原 锋 紫 守 阵 非 雷 元 素 有 1 取代 | | 进 序 Cuthili-MecKee 排序 

Spparms 设置 稀 朴 矩阵 参数 tan 正切 函数 

sprank | 结构 秩 数 tanh | 双 曲 正切 

sprandn | 竹下 随 机 矩阵 terminal | 设置 图 形 终端 类 型 

sprandsw | 本 下 对 称 随机 先 降 text | 在 图 形 上 加 文字 说 明 

sprintf 按照 忆 语 言 格 式 书写 学 符 串 tic 月 动 秒 表 计 时 器 

spy | 给 制 策 检 矩阵 结 me | 给 图形 加 标题 

sqdeno 超 .- 次 锥 面 的 显示 toc 读 取 秒表 计时 器 

Sqr 平方 根 汀 数 | toeplitz 生成 Toeplitz 矩阵 

sqrtn ”| 矩阵 的 平方 根 ”jtrace | 隶 抵 降 的 过 

sscanf 按照 语言 格式 读 字符 中 jrapz | 机 形 法 水 数值 积分 

stairs 阶梯 图 形 绎 制 treelayout| 树 状 结构 

startup MATLAB 自 肩 动 文件 | 闸 出 分 着 路 径 的 图 形 

std | 求 和 量 中 各 元 素 标 准 方 关 十 提取 短 阵 的 下 三 灸 部 分 
离散 序列 柄 状 疼 形 绘制 bri 提取 矩 库 的 上 三 角 部 分 
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( 续 表 ) 


函数 各 函数 名 合 义 
type 列 出 M 文件 列 出 当前 目录 下 的 有 关 文 件 
vicontrol | 建立 用 户 界面 控制 的 函数 手册 中 未 给 出 的 新 特性 

标准 读 盘 文件 名 处 理 对 话 框 找 出 函数 与 文件 所 在 的 目录 务 
uisetcolor| 标准 颜色 设置 对 话 杠 循环 语句 
uisetfont | 标准 字体 设置 树 对 话 杠 和 将 图 形 窗 曲 设置 成 白色 背景 
unix | 执行 操作 系统 命令 并 回 结果 简要 列 出 工作 空间 变量 名 
unwrap | 除去 每 360" 的 跳 上 详细 列 出 工作 空间 变量 名 
upper 将 一 个 字符 店内 容 转换 为 大 写 why 给 出 简要 的 回答 
Yanderc 生成 Wandermonde 矩阵 wiikinson | 生成 Wilkinson 特征 值 测试 第 阵 
ver 显示 程序 版 本 号 xiabel ”| 给 图形 加 XX 坐标 说 明 
version 显示 MATLAR 版 本 号 庚 辑 异 或 
vibes L 型 振 菏 动画 ylabel ”| 给 图 形 加 Y 坐标 说 明 
view 三 维 图 形 寓 口 指定 zerodemo “| 求 根 演示 
viewmtx 显示 坐标 变换 矩阵 zeIoS 产生 零 符 阵 


zlabel 


waterfall 
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抬 图 形 加 YY 坐标 说 明 


附录 B MATLAB 工具 箱 函 数 命令 索引 表 


1. 符 党 数学 工具 第 (Symbolie Math Toolbox) 


函数 各 EE 义 函数 名 售 义 
四 复 共 酌 转 置 . 实 转 曾 fourier Fourier 变换 
人 | 数组 区. 数组 右 除 .数组 左 除 .数组 | fantool 函数 计算 器 
乘 广 horner | 多 项 式 分 层 表示 
1 | ifocrier | Fourier 道 变换 
出 ilaplace | epee 道 变换 
char 符号 对 象 转化 为 字符 申 int 积分 
collect 合并 同类 项 inv 闭 矩 活 加 
colspace 矩阵 列 罕 亲 的 基 | iztrans 2 北 谈 换 
compose 侣 郴 数 jacobian ob 知 隆 
conj 复 共 罗 [sa 蝶 阵 Jordan 标准 形 
cosint 全 苇 积 分 Ci(x) lambertw MACzyec 二 ,x 的 解 
det 行列 式 laplace 。。“' Laplace 变换 
diag 产生 对 角 阵 或 取 算 阵 对 角 线 | 1atex , 符号 表达 式 LaTeX 表示 
diff 求 导 峭 数 | [mit 极限 
digits 设置 计算 字 长 [ee 连接 Msple 楼 
duble | 条 明基 人 族人， | | 机遇 化 MD 
dsolve 微分 方程 的 解 | Mapie 函数 求 什 TT 
eig 特征 值 和 特征 向 量 mfunlist Maple 函数 列表 
expand 多 项 式 展开 mhelp Maple 帮助 
expn 从 阵 指数 函数 jell 矩阵 党 空间 的 基 
ezplot 函数 图 | numden 分 式 表示 
factor 多 项 式 因 式 分 解 Fpoly | 矩阵 特征 多 项 址 
findsyn 拢 出 丁 数 自 变 最 poly2syn 系数 向 重 转 化 为 符号 多 项 式 
finverse 。 | 逆 国 数 pretty 符号 表达 式 打印 形式 
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{ 续 表 》 


函数 名 会 区 卫 数 名 会 区 
rank 你 阵 的 各 sm ET 
real 复数 实 部 Sym2poly 符号 多 项 式 转化 为 系数 向 基 
rref | 化 为 和 最 和 莘 形 本 | syns 产后 符号 变量 
suns 积分 Riemann 和 演示 级 数 和 
simple 寻找 最 短 表 达 式 | Taylor 级 数 展开 
sinplify ”| 化 简 下 三 角形 
sinint 下 性 积分 Citx) 上 三 角形 
solve 代数 方程 的 解 指定 字 长 计算 
subexpr 用 子 表 达 式 表示 Riemann Zeta 蚂 数 sum{1/k"z， kk， 
sbs Ee 1, inf) 
svd 奇异 值 分 解 Z 变换 

2。 统计 工具 箱 {Statisties Toolbox) 

西数 名 全 六 | 更 数 名 | 仿 义 
anoval 单 因素 方差 分 析 boxplot 箱 图 
anova2 | 双 固 素 方 可 分 析 | 质量 管理 性 能 指标 
barttest Battlett 试验 capaplot. 质量 管理 性 能 图 
betacdf Beta 分 布 分 布 函数 cdf 分 布 函 数 
betafit Beta 分 布 参数 估计 chi2cdf 卡 方 分布 分 布 函 数 
betainv Bera 分 布 分 位 数 chi2inv | 卡 方 分 布 分 位 数 
petalike Beta 分 布 对 数 似 然 函 数 chi2pdf 卡 方 分 布 密 度 函 数 
betapdf | Beaa 分 布 密度 函数 ohizrnd | 卡 方 分 布 随机 数 
betarnd Beta 分 布 随机 数 | shi2stat 卡 方 分 布 多 人 和 方差 
betastat Beta 分 布 均值 和 方差 Cluster 树 聚 类 
binocdf 二 项 分 布 分 布 函 数 | clusterdata | 数据 右 关 ， 
binofit | 一 项 分 布 参 数 估计 | cophenet 聚 类 相关 系数 
binoiny 1 | 使 用 坐 款 变换 的 行列 式 最 优 试验 
binopdf 二 项 分 布 密 竣 函 数 设计 
binornd 二 项 分 布 随机 数 corrcoef 。 | 相关 系数 
binostat 二 项 分 布 均 值 和 方差 Cov 协 方差 阵 
hootstrp 重新 抽样 daugment. 试验 设计 行列 式 优 化 分 析 


-- 202 一 


( 续 表 ) 


函数 名 售 义 函数 名 全 六 
dcovary | 国定 协 方差 的 行列 式 诅 优 试 验 设计 gline 交互 面 直线 
dendrogran | 褒奖 分 屋 圳 阶 酝 天 | omene | 交 扎 标记 点 坐视 
errorbar 误差 图 badamard Hadamard 设计 
ewmaplot 指数 权 移动 平均 图 harmmean 调和 平均 
expedt | histfit | 让 轩 和 正太 密度 则 线 扫 人 
expfit 指数 分 布 参数 估计 超 几 合 分布 分 布 函 数 
expiny 指数 分 布 分 位 数 超 几何 分 布 分 位 数 
exppdE 指数 分 布 密度 函数 起 几 何 分 布 密度 函数 
exprnd 指数 分 布 随机 数 hygernd 超 几 箱 分 布 随机 数 
expstat | 指数 分 布 均 信 和 方差 kygestat | 超 几 何 分 布 均值 和 方差 
fedf 上 颁布 分 布 函 数 分 位 教 
ft2n 网 水 平 全 因子 设计 inconsistent| 到 类 相 容 性 
finw 下 分 布 分 位 数 中 部 50% 数 据 极 差 
fpdf 分 布 密 硫 隔 数 kortosis | 峰 度 

PE .一 ~ | 

sad 记分 布 随机 数 村 类 树 
fstat | 下 分 布 均 值 和 方 关 ”| 对 数 正 态 分 布 分 布 函 数 
isurfht | 交 开 函数 等 高 线 图 对 数 正春 分 布 分 位 数 
fullfact 混合 水 平 全 因子 设计 对 数 正 态 分 布 密度 函数 


goedf gamma 分 布 分 布 函数 lognrnd | 对 数 正 态 分 布 随机 数 
gamfit Raw 分布 乡 数 估计 lognstat | 对 数 正太 分布 均值 和 方 关 
gaminv gamma 分 布 分 位 数 scov 给 定 协 方 差 阵 的 回归 
gonlike | garma 分 布 对 数 似 然 函 数 最 小 二 乘 拟 合 直线 
gampat gamma 分 市 密度 秀 数 nad | 平均 绝对 偏差 
gonrnd gamma 分 布 随机 数 区 均 信 

gamstat gamma 分 布 均值 和 方差 median 中 值 加 
Seocd 几何 分 布 分 布 西数 上 极 大 似 然 舍 计 
goolnv | 几何 分 布 分 位 数 EE | 各 阶 中 心 和 
EC nanmax 忽略 NaN 的 最 大 值 
geopdf 刀 何 分 布 密度 示 数 nanmean 怨 赂 Na 的 均值 
geornd 。 | 几何 分 布 随机 数 | | 入 四 NaN 的 中 值 
geostat 几何 分布 均 慎 和 方差 忽 路 NaN 的 最 小 值 
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说 数 名 仿 多 渍 数 作 全 广 

panstd 息 巾 Sah 的 标准 基 nompdf ”| 正 者 分 布 密度 函数 
nansun 把 用 Ra 的 和 nornpiot EE 分 布 检验 图 
nbinedf ] 捍 -- 项 分 布 分 布 函 数 normrnd 正 态 分 布 随 视 数 
nbininy | 负 二 项 分 布 分 位 数 normspec | 正 态 密度 曲线 区 条 图 
nbinpdf | 负 二 项 分 布 密 广 负 数 正 态 分 布 均值 和 方差 
nbinrnd | 全 二 项 分 布 随 机 数 | Pareto 统计 涛 

nbinstat | 负 二 项 分 布 均值 和 方差 Beacor 协 方差 主 成 分 分 析 
nctedf | 非 中 心 下 分 布 分 布 函 数 pcares 主 成 分 分 析 残 差 
meny 非 中 心 下 分布 分 位 数 pdf | 密度 函数 

nefpdF 非 中 心 下 分 布 密度 网 数 pdist | 对 蝶 训 

nefrnd 非 中 心 下 分 布 随机 数 Poisson 分 布 分 布 画 数 
nefstat 非 中 心 了 分 布 均值 和 方 莽 Poisson 分 布 参 数 居 计 
nctedf | 菲 中 心 1 分 布 分 布 瑞 数 Poisson 分 布 分 位 数 
natiny | 捍 遇 心 + 分 布 分 位 数 | | Peisson 分 布 沁 度 本 数 
notpdf 非 中 心 上 分 布 密度 盖 娄 poissrnd Poisson 分 布 随机 数 
netrnd [中心 上 分布 随机 数 Poissstat Poisson 分 布 均 慎 和 和 方差 
nctstat 和 中 心 1 分布 均值 和 方 其 polyconf | 多 项 式 预测 

nox2edf 非 牛尾 卡 方 分 布 分 布 函数 polyfit 多 项 式 拟 合 

acx2iny 非 中 心 卡 方 分 布 分 位 数 polyval 多 项 式 取 值 

ncx2pdf 非 中 心 卡 方 分 布 密度 函数 prctile 百 分 位 数 

ncx2rnd 非 中 心 卡 方 分 布 随机 数 princomp | 行 数 据 矩 阵 主 成 分 分 析 
ncx2stat 非 中心 卡 方 分 布 均值 和 方差 | agplot 仙 布 类 型 比较 图 
nlinfit 非 线 性 最 小 二 乘 拟 合 | 随 酌 数 

nlintool 。 | 非 级 性 拟 合 预测 图 | range 极 关 

nlparci EPE rarkeun 牧 和 检验 

nlpredet [ 庄 线性 拟 合 预测 置信 区 间 | rayicdf | Rayleigh 分 布 分 布 谓 数 
nls 韭 鱼 量 小 二 策 法 | rayliny Rayleigh 分 布 分 位 数 
normadf | 正 过 分 布 分 布 函数 Er Rayieigh 分 布 密 褒 范 数 
normfit 正 态 分 布 参 数 舍 守 hraylrnd | Rayleigh 分 布 随机 数 
norp Env 正 态 分 布 分 位 数 raylstat Rayleigh 分 布 均值 和 方 蔗 
normlike 上 | 正太 分布 对 数 似 然 西数 rcoplot 回 妇 分 析 残 差 图 
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〈 续 表 ) 


上 分布 分 布 函 数 


时 数 名 含 只 函数 名 会 义 
refcurve | 参考 多 项 式 曲 线 jnsdcde ”| 离散 均匀 分 布 分 布 栈 数 
refline 参考 直线 ee ] 离散 均匀 分 布 分 位 数 
regress 多 元 线性 回归 区 二 离散 均匀 分 布 密 度 函 数 
ridge | 岭 回归 unidrnd | 离散 均 勺 分布 随机 数 
rowexch 使 用 行 变换 的 行列 式 最 优 试验 设计 junidstat 离散 均匀 分 布 均 秆 和 方 闭 
rstool 回归 响应 工具 unifcdf 均匀 分 布 分 布 函数 
Chart | 标准 差 时 间 图 [iv | 均匀 分 布 分 位 数 
Signrark 符号 稀 检 验 unifit 均匀 和 分布 参数 估计 
signtest | 成 对 样本 符号 检验 均 句 分布 密度 王 数 
skewnass 偏 度 均匀 分 布 随机 数 
squareform | 将 pdist 输出 转化 为 方 阵 均匀 分 布 均值 和 方差 
std 标准 差 方差 
stepwise 。 | 次 步 网 归 用 户 界面 Weibull 分 布 分 有 函数 
sortht | 交互 等 商 线 图 weibiny Weibull 分 布 分 性 数 


| weibpaf Weibuil 分 布 密 座 函 数 


1 分布 分 位 数 


名 cibull 分 布 检验 图 


tpaf :分布 密度 函数 


到 eibull 分 布 随机 数 
Weibull 分 布 均值 和 方 莽 
均值 时 间 图 


计算 距离 前 的 规范 化 


一 | 
忽略 异常 数据 的 均值 
trnd /分布 随机 数 | 
tstat | ! 分 布 均值 和 方差 区 
ttesti 单 样本 :检验 2test 
ttest2 双 样 本 上 检验 | 


3. 样 条 工具 箱 (Spline Tuolbox) 


单 样本 z 检验 


疯 数 癌 ] 会 会 义 
fnval 样 条 阔 数 求 值 | 样 条 形式 转换 
Ender 样 条 函数 求 导 


fnbrk | 样 条 函数 各 部 分 


fnint | 样 条 函数 积分 


fnemb 1 


Spline 


非 捏 缚 端点 三 次 样 条 插值 


mkpp 形成 样 条 pp 形式 


fnjmp 样 条 枉 数 区 了 (x 十 } 一 了 x 一 ) 
fnplt ] 样 条 函数 图 


ummkpp 展开 样 条 pp 形式 


添加 划分 分 点 
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六 
韭 扭 结 端点 三 次 样 条 桥 值 newknt. 新 节点 分 布 
各 类 闫 点 三 次 样 条 插值 最 优 节点 
csaps 荆 钦 样 条 拟 合 求解 几乎 芯 对 角 方 程 组 
CsCun 自然 或 周期 二 次 样 条 | 拆 分 几乎 块 对 角 方 程 组 
getcurve 三 次 样 条 变 互 产生 spdenos 样 条 演示 命令 
pplst pp 样 条 命令 列表 spaempl | 几 个 样 条 全 了 
Ppbrk pp 样 条 分 解 phalldm2 Pp 样 条 简介 
Ppmak ppP 形式 样 荣 构造 spalldmz B 样 条 简介 
pprin PP 样 条 如 人 节点 bspline BB 样 条 图 
ppual pp 形式 样 条 函数 值 bsplidem 几 个 上 请 样 条 注 示 
splst B 样 条 命令 列表 csapiden 三 次 样 条 插 什 演示 
spbrk 吾 样 条 分 解 Csapsden 三 次 样 条 拟 合 演示 
spmak B 形 式样 条 节点 选取 演示 
sprfn 日 样 葵 加 入 节点 sporvdem 产生 召 样 茶 曲 强 演示 
产生 吾 样 条 曲线 -个 奇异 摄 动 常 微 分 方程 


B 样 条 插值 chebden 等 振荡 样 条 
spap2 B 样 条 最 小 二 羔 拟 合 tspdem 一 个 例子 
speol 召 样 条 配置 矩阵 subplus 截 突 函数 
augknt 分 划 和 节点 titanium 猴 温 度数 据 
aveknt 节点 平均 B 样 条 左 半 轴 化 为 pp 样 条 
brk2knt 分 旭 及 重 数 到 节点 求法 B 样 条 右 半 轴 化 为 pp 样 条 
knt2mlt 节点 到 分 划 受 重 数 求法 pp 形式 样 条 转化 为 样 条 
sorted 查询 网 格 点 sp2pp B 形 式样 条 转化 为 pp 样 条 


4， 最 优 北 工具 箱 {Optimization Toolbox) 
”MATI.AB5.2 使 用 的 优化 工具 箱 (Qptimization Toolbox 1, 5.2) 


凡 


E3 


miny st Fl) — wy < goal 
sy 


功 能 
目标 规划 求解 


应 数 


attgoal 


mnlCrx—d|3 st A:xEb 
约束 线性 最 小 二 飞 法 求解 ” 


conls 


及 过 工 生 二 
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〈 续 表 ) 


constr 约 东 线性 规划 求解 minf tx) st COEY 


,1 
min 也 | Fex, xdata) 一 ydata | 2 
st sub 


curvefit 非 钱 性 曲线 拟 侣 


fmim 一 元 函数 极 小 值 求解 minf tr) st. 人 
fnins, fminu | 元 约束 非 线性 规划 求解 。 | nin {x) 

fsolve 多 变量 求 线性 方程 组 求解 了 CT 一 由 

fzero 单 变量 末 线 性 方程 求解 fT)=0 


min 直 上 FG) 1 一 二 忆 Fica 
5 


leastsg 非 绕 性 最 小 二 荣 法 求解 


minf’y st A'xEb 


lp 线性 规划 求解 [ecub 
EP 于 1 


minmax 最 大 最 小 问题 求解 Min max{ F(x)} 


nmls 非 负 线性 最 小 二 玩法 求解 | min1C xd 人 st 7x20 


.1 
minZx Hxt fx st Axeb 
Ib 志 x 社员 


一 次 规划 求解 


半 无 穷 条 件 下 的 非 线 性 规划 求 minf (2*) st Kix, wD 
解 对 所 有 的 中 成 立 


seminf 


es MATLAR5.3 使 用 的 优化 工具 箱 (Qptimization Toolbox 2.0 兼容 1.5.2) 


售 关 
mnf (lr) st Tir 


功 能 
一 元 函数 极 小 值 求解 


函 数 
fminbnd 


fminvne， | 元 约束 非 线性 规划 求解 minf (x) 


fminsearch 


minf'’x si A:xr<b 


linprog 线性 规划 求解 A x—boq, hs< eb 


minSx Hx+ fr st A rEb 


二 次 规划 求解 
Aen ' 1=beq, Ih<<r<ob 


quadprog 


minf (xy st clr) 人 ED, ceqtx) = 
A rh, Aeg * x= beq, bx 人 ub 


约束 线性 规划 求解 


fmincon 
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《 续 表 ) 


9 
画 数 项 能 会 苹 


miny st Fn — wr goal 


fgoalattain | 目标 规划 求解 cx EV, ceq( 0) —0, As 
点 eq。 x=begq, lb rob 


minmaxi F, (Cx)} 
1F,! 


tminmax 最 大 最 小 问题 求解 st eceq(tr)=0 
| 六 x， Aeq * X=begqg, barb 
minf (x) sit, Kix: wD 
， 半 无 穷 条 件 下 的 非 线 性 规划 求 | * 
fseminF 对 所 有 多 : eC) 守 和 Ceq(X) 二 和 


解 


A rhb, Aegq: X=beg, br 


单 变量 非 线性 方程 求解 TD 一 


fsolve 多 变量 非 线 性 方程 组 求解 fr)=0 
lsqnonneq ”| 非 负 线 性 最 小 一 乘法 求解 min | Cx—dli st 0 
min| Cx—dli st Ar reph 
1sqlin 约束 线性 最 小 二 惕 法 求解 < 


Aeq * x™ beqg，]h<xY<mh 


1 
min | FCOn) 上 一 本 习 Fi(x)2 
uns 2 
5.+.， 有 过 x 之 邮 


lsqnonlin “| 非 线性 最 小 二 哟 法 求解 


min$ | Fx, xdata) —ydata | 3 


st， hb# 和 WD 


非 线性 曲线 氟 合 


lsgcurvefit 
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习题 参考 答案 


实 验 一 


1, (C17 x = 2,3830, zo = 1,4894, rs 一 2,0213; 
(2) x = 0, 4708, zi =— 0,2941, zx; = Ds 
《3) xl = 0.3311, xs 一 一 0,1219( 超 定 最 小 二 药 解 )} 
{4) 无 穷 客 解 , x 二 一 1.5k 十 ], x 二 1.58, xs 二 0,5 十 1; zx: 二 此。 
2. 一 年 (24 顺 ，76%4) ,两 年 (27 和 %，73 吻 )， 十 年 (49 中 ，51 号 )， 最 终 (83%， 17%4)。 
3, (37.57, 25,79, 24.77), 
4. = 13.3, =.4,c = 8.5, 
—0.8433 一 站 4216 —0.3333 
5. = 2 二 2 嫩 十 ?yi ,变换 矩阵 C1 一 0.1054 0.7379 一 0.686? 
一 0.5270 0.5270 0.68667 
?7. 不 选 主 元 ; {1,1), (0.9992, 1), (2, 2204, 1); 
选 主 元 : 均 为 (1，1) 。 
8。 条 件数 1.7636e 十 016。 


实 验 二 


3. 624000，187200，3025 。 

6， 先 必 图 观察 让 点 , 短 用 fsolve 求解 ，(1. 7362, 一 2.6929), (1. 6581, 1. 8936), (3. 4829， 一 5. 6394)， 
4.0287, —4.1171): 

7, 0. 2968, 

10. 3.4495; 3. 5441 。 


实 验 三 


2. 上 升 :[ 一 2, 一 1, 6926], [一 1.240], 1.2401], [1. 6926, 2]; 
下 隆 :[ 一 1. 6926, 一 1. 2401], [1.2401, 1.6926]。 
5. (1) 极 大 信 点 ;一 1.5326, O01 极 小 值 点 ;一 0.7315, 1. 5951。 
223 极 大 值 点 一 2; 极 小 证 点 2。 
《3) 极 大 值 点 1, 极 小 值 点 2。 
和。20. B097m 。 
8. 极 大 值 点 (一 173， 一 6) , 报 小 值 点 (0，07 ,鞍点 (一 7/5， 一 7/2)，(576， 一 5/72) 。 
9，172。，174，176，……。 
10, 1 十 fen ~— AnMD /1 — oak), 


13. 极 太 值 点 :一 1. 8925，1, 2401， 2s 极 小 信和 点 ;一 2, 一 1, 2401, 1.6926， 
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实 验 四 


2. 0.3413, CG. 9460，1.2912，35843.789 。 
3. 15, 8651, 

4. (1) 6. 1879352) 3.1383 。 

5 人 注意 被 积 函 数 为 奇 函 数 )。 
6,. 2k(k = 4, 6, 8)., 

8. 291, 8696, 

9. 178.5。 

10, 26, 3452, 

11. 18400 万 元 ， 

12. 虱 余 3599 。 

14, 1, 3433，0. 9063， 3. 1144 


实 验 五 


3. yy 二 37 十 ,y(t0) 一 0. 求 数值 解 . 

5. T= 一 了 ,TO0) 二 20 T0010) = 25.2.T(20) = 28.52。 解 得 户外 温度 c= 33, 比例 系数 = 0.05。 
(2) 8.65。 

(1) Vs = expl20)s (2) 1 = 0.353; (3} += 301 (4) 451, 0.4, 9.6 

. 20— 20exp(— S0001 Feost 50002) + sin(50007) ]。 


实 验 六 


De ~ 避 


5. 0.193, 20.8, 0. 36。 
6，0, 8119。 极 大 秆 点 :( 一 0.3827， 一 0.92397 (一 0. 3827, 一 .9239)。 


实 验 七 


。， 07373。 

查 ,U 一 1.5607 < 之 1.64494 是 , UU = 4.264 >> 1,6449。 方 法 参见 习题 4。 

. 理 , 呆 一 1.2772 < 1.64d49。 方 法 参见 习题 4， 

， (1) 是 ,可 一 2.6756 > 上 6449。(2)》 是 ,U = 1.9781 > 1,6449。 

设 牧 入 zz; 价 格 zz , 则 需求 y= 111.6918 十 0.0143z 一 7.1882xs 。 预 测 值 82. 8594。 
二 9,7966 十 5.4160z; 十 12.5843rr《 去 掉 一 个 异常 点 后 )。 

10. 否 ; = 5. 8641 < 9 4877。 


Cm 


11. 香 。 
12， 线性 66.5176 十 0.4139z; 一 0, 2698z2 ,预测 导 34。 
实 验 从 
1. 298, 6, 322, 2。 
6. wh = 5.6221, r = $.5269, 
7， 二 次 曲线 一 0.0592z? 十 2. 3265zx 一 0.9803 
38. y= 111.44— 9,03/7, 
3， 分 级 三 职 式 系数 
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(1) 1.8863 一 1.0143 
0.7952 一 六 7314 


0.6320 —0.5167 


0. 3151 —0. 4029 


1, 8813 一 0.9398 
一 0.4600 —0. 4318 
2. 1442 一 0.5146 


1 
0 
0 
0 
(2) —6. 2652 0. 0000 0. 
0 
0 
0 


-O000 
,9127 
. 8004 
. 7d52 


9697 


. 9227 
,7992 
,7424 


5000 
.5477 
.B245 
.6708 
5000 
.5477 
6245 
6708 


名 


11. 用 曲面 样 条 插值 , 步 长 10 米 , 最 高 点 (170，180) ,高 程 ?21 。 


Fn 惨 0p 一 En 中 sos to 一 


ma 一 


.T= Le, 8 0, 一 6 了 一 2。 
,一 [0, 3, 0], f= 12, 
.T= [20, 24], f = 428。 
,x= [0, 0.6687, 0,3333], f = 7.2333e 十 003。 
r= [0; 4; 0 0; 2, 0], f =— 16.0, 


实 验 九 


实 了 验 十 


.了 工 一 [一 00001 ,一 1.0000],， 了 一 上 0196e 一 015。 


下 一 1 0e 一 004+<[0.0722, — 0.3580], fe = 5.9959e— 009, 


. 工 一 [1,， 2], 了 一 1。 
.T= [0,0, 1,2], z= 88. 
,二 [1， 2， 3j,， 了 一 29。 


一 [0, 0 0,.0， 1,0,， 1], 了 一 44， 


.T= [0,0,1]: f= 2, 
.I= [0:0,0,1], f=4, 


他 


€ 


. 第 一 


. I= 1.0e—004*[0.1860, 0.0808], f= 40。 
,f= 43.0858, zx = [86. 2903, 103.7573, 127. 1007, 152. 1905]。 
, I= [22,5850, 12.5850, 12.1225], f = 3,4456e + 003, 
,X= [49,9999, 60,0003, 69,9998], fF = 1280e 十 004。 


实验 十 一 


实验 十 二 


，1、3 年 购置 新 设备 ,或 1. 4 年 购置 新 设备 ,总 支付 费用 均 53。 


, 接 顶 点 序 革 :aa 一 a--b--e; 一 上 一 


ds 和 一 机 一 一 下 一 二 -一 六 
按 土 面 的 次 序 最 短 曙 元 分 别 为 :0 2 3 4 7 8 8 1 


,二 区 各 设 2 个 点 , 获 利 1435。 


1 ei RI dc 4 


， 两 条 路 线 均 为 a 一 -ga 一 了, 距离 9 个 单位 , 需 时 20 个 单位 。 
，10,2 海里 。 


实验 十 三 


15 20 ooo, 


ei-"B—j} d—b—e 
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hs 


2， 最 短路 径 为 1 一 4 一 6 --8 一 10, 忠 离 为 14。 
3. 第 一 二、 三 季度 生产 2 稻 , 第 四 季度 生产 1 稻 。 
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